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jyyE RTJME JSTO 

^ 

Un* introduzione al pruno s corso 
ìfif deiiu ima**ao^^a CatTìena pattediutica on~ 
faria sentirli eolia viva voce agli .diunni ». 
i-dar toro' a conaseere jUosoJictuuente il sogr 
gètto su di cui 'déggio fissarli , fuja,pritn^ 
idtt» fiaèsto discorso . Ma kè moltipUcifà 
dèlie , vedale - sotto le ^uali si, è , nUrpia Ja 
•scienza vai'. sono - addetto •,' la ^varietà delle di- 
visioni -in cui si è disiribuUa- a seconda cha 
’ Ci ò veduta vdtiare di oggetto ; ,le ,dejionùl^t- 
tiOfU 'diverse die si son date e Si van dan^^ 
'Sènza sufficiente ragione d diversi, suoi , rapii 
in tal^modo^i prodotti-^ il contrasto, per così 
éii-t tra le [mtave, le vecchie > le antiquate ; la 
'iricértnfià. quindi^ -nella. tptole ik dissqad^ite 
knguaggìo dei Geonietrii T,arl^i(rio^.dirà,cpfh 
i-td mmcevnaa^ un principio .direttore pely^"" 
•^ré fa còsa sì. nel ttiUo,c(P»Q nelle partii dov.ea 
'■fd* cadere ■ il. sòggeUo - > soggètto tanto grftnde 
*'.é'SuJtìlirnei cui debbo iuiendeix\t/*tlOCeiò ipipe- 
gnor’sni.jdovea-in. discussioid' da Janpi-scon- 
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finare i limiti di una semplice orazione . Non 
potendo dunque comunicare colla voce c/oc- 
chè ho crcdiitó utile é proficuo àlP.appf^ndi^ 
mento della Matematica sublime , ven^ oggi 
a comunicarlo costipi onde possa riuscire, di 
giovamento alla gioventù- adulta ed yappHcaUk 
dllo studio' di essa . V utilità dunque fiala caur; 
sa prima che diede '^incentivo al ntio.ùwortk 
sotto fiorma di arringo \ e P utilità è qUeUa 
che oggi lo rertde al pubblico sotto fiorma .dP inr 
tioduzione a questo studio \ introduzione che 
a tendere sempre al medesimo fine delP utilità^ 
farò 'seguire da un programmale da un prospei- 
io sopra due miei lavori inediti , che hemno 
degli stretti rapporii con questo studio . \ y\ 

- < 'Se non ho' corrisposto al mio. oggetto cor^ 

'siderando la cosa nel fiaUo\ non dispeto, che 
•possa almeno riuscite ni ptibblicà gra^a-^alU^ 
chè' si considera nè' suoi rapporti colla mia 
intenzione', quella dico, di farmi vedere pronto 
e sollecito , nel rendermi utile e di giovamen-' 
to col travaglio nelP esercizio della Cattedra 
a cui non ha guari sono stato chiamato • 
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DEL SOGGETTO 
DELLA MATEMATICA 

INTRODVZIOSB A qVBSTO 

uule è la paste peculiare della 
son chiamato a dettare in questo ginnasio? Ecco. 
Un quesito a cui non oso con fi'anca voce rispon-', 
dcre . La matematica sublime , lo so , forma il 
soggetto del mio ìnstituto ; ma quali sono le li* ' 
Uce di demarcazione che la circoscrivono; ? Quali 
i limiti che ne fissano il principio e la fine ?■, 
Quale il termine a cui la matematica elemeu* 
tare dee arrestarsi onde avervi incominciamento 
la sublime? Ecco quello che io non so franca* 
mente definire . Le denominazioni di matemati* 
€a elementare , di matematica sublime sono delle , 
denominazioni vaghe sinoggi € prive di un senso 
fi$so e determinato: secano esse delle idee non 
definite ancora dal saggio consesso de* gmmefri:. . 
una convenzione tacita o espres^ le ha shio* 

fa adottate sotto un ,^^che , punto, di penna* 

■ • . a ' 
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«ente veduta . Pria di entrare dunque nella mia 
carriera caltcdratiya, , reputo libile .non solo ma 
necessario eziandio il farmi a trattare di proposi- 
to J soggetto della matematica sublime nello 
stato delle conoscenze presenti . Per rimirarlo sol- 
to tutti gli aspetti, dividendo 1 argomento generale 
in quattro argomenti parziali , mi farò in prigira^ 
Ifd^ ‘ ebHa’ gten'edogra’’‘^élIa éc»enij<‘di 'cui e!^- 
s§'^fa parte, a .rilevni 4 ìe ie verità primol'diali ; a '• 
determinarne in 'secondo luogo la pai'tc peculiare ^ 
dteSia '^clife 16’- ritarda';' quindi a' mostrarne^ 
l*‘esStnià, gli 'usi', i progressi , 'éd a proporre iri^ 
feie li* sMemà' dèlie lezioni <pon cui debba 
tèrsi* •.* KscÒiTcrò' fe Teròr fu' una manièra as'fraé- ^ 
tiT‘d"filó^oftca'; prèndcA là' tosa dallU sua pi'rmaf^ 
rSdifcte i'' ptupòttft- deBb 'ìdééf*"J)ntitìgeme c supes ^ 
r1l!«'Uéll6''sVTfttpJ)0 di-' còlesti argomcntì-'t ìntàid * 
nf-'lniWtvn' a 'giovani*' udulti' ed - istruiti ; a ‘ gid* * 
vètii*,*-' a"cur^è'idèè étsirafléV'tìiosofitìiè uófe' 
nd inùsiftitc ù *im<Afc?;''«*'gio'taÉ»i , Àe ammessi-* 
a’toJéteri ■pi'ófemdl d^ena* sub^ ‘matematica ^tùt- 
t(hdèllA»ottò Yefdére'^fìiitóliave,, '^niente" difficile ,• ^ 
'Kiffidutianio' duhqUè alP’ oiìgme della scien-^ 
aaft~ eetìfcniplitiine Jl’ iioxr» •ué*'èuoi rappòrti - «#1-*^ ^ 
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naUiM .-‘Sitty^cv ègli~ia mezzo alla %»»aziótié^- 
circondato dagli «ssori di ogni- spefc«e , '«die k' <xn~ 
•potigond ; à ÌBcessantanctiiie esposto oon in- 
4errottà loi<oi azione y- spinto ' sempre , a^ risòlgerSi 
dalla Ibr baiida>,' c<»tarellcr :ii •tenerli sempre isM- 
/ -tocchi e<id cBta:rVarli'^nll seBt>memodèla>ptbpifÌa 
Ànisei’vazkrhe ^esia |>ass!one oriighiiiia de&^ nd- 
Jtlo ] questa .'legge che la maéo ^stessa dèl’Oea- 
tore gli ha. impresso nel ciioreiy e stazionato «òl- 
le diie sensaaitmi del piacere e'dcÌ! 'deiore ^ 'ài 
sentiménto dico della pi'opria''>cunserraeiaae v la 
che ci non restì-néllo ) stato ifrbddo , ^làttirO' ^ 
sémpliceatente 'éspezianareiicd osservare le coser; 
ma dallo ’stàto di pasìività . qi^^O’ dr «tiiidSà 

10 conduce; ma. in moviiQentò io mette ; sopra 

k stesse Uo porta onde viemé^io -osseinraide e oé- 
«onosoede,; ■- i-.i < 'i'**; ; -- 

C ; ol Là ,-^^e ^B^eidefla ' proptw tontesèraoMae 
guida I -P nomo) éBa ’ incia^izione della nainra . 
Ha IxoOés^' TqieiBignizùme'iiipnilièamii alloi'iped' liti 
disiaàéresshto ^ ;<ta 'diti<ania|ilicife . dilcnn|t;ìLj *t'ihno> 
già che V osservansb dà iqliesrtà-l kjigei 

dbi oriccrca de* messi' Inrspingono tpue'abddttfaidià 

11 Creatore : sf^gattanidd l^riDdKr^udh «rpodopKqb 
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ddlówSue mani, a. cosifTatti bisogni non ToUie 
vi provveda in una maniera necessaria soltanto 
^ pari degli altri . animali a lui inferiori ^ £i di 
I una ■intelligenza. esclusivamente dotoUo onde provv 
•vedervi r eziandio in una maniera pia(!evole e co« 
«-moda .1 L* uomo dunque mosso da un impulso in-> 
-terno, a conservarsi ; dalle forze sostenuto della 
sua intelligenza dossi ad esaminare gli oggetti 
thè ■ gli si schierano intorno ; ad interrogarli col- 
li* esperienza qualora all’ osservazione resistono ; 

• a tormentarli, dirò .co», in ogni modo, onde vinti, 

; possa distinguerli l’ uno • dall’ altro ; rilevarne le 
.rassomiglianze , le differenze ; riconoscerne gl» 
■Utili, i comodi, i piacevedi . In cosiiTatto esame 
ine penetra le qualità, le ja-oprietà ne discuoprc, 
he bilancia le quantità : .insomma ei ne determina 
i rapporti , le dipendenze reciproche i s’ impos# 
: sessa delle verità del loro' essere e della' loro 
maniera di essere. Padrone, di una certa 
sa di verità naturali per un moto proprio della 
sua intelligenza dassi a .classificarìe , ad ordinarlo 
fecondo le rispettive loro relazioni ; a formarne 
poè'un sistema, un corpo di sdento: ecco. dun<i 
que come la sola le^ge della propria t ■conserva-'^ 
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zlone gradatamcnlc ci pui u uUa naturale scienza ; 
scienza primogenita di tutte le scienze ; perchè 
«figjUa de* rapporti dell’uomo colla natura, ante« 
riori a quei con sestesso e colla società ; scicn» 
ta fondamentale di tutte le altre , perchè som- 
.miniera loro la materia ; scienza madre di una 
famiglia di scienze perche comprende tutte le 
Scienze che la varietà degli oggetti naturali gc- 

i 

nera e partorisce . 

• Qui non mi arresto a rappresentare di uno 
in uno tutti gl’ individui di questa famiglia : a 
farne vedere il legame , i rapporti . Questo c un 
soggetto integrale della scienza delle scienze , 
non del mio assunto . ISIi arresto soltanto a dii 
mostrarne quello che mi appartiene . Tutto* in 
natura è' capace di aumento e diminuzione . La 
Stazione de’ corpi considerati relativamente alla 
scala de* loro aumenti c delle loro r dìminuzioiìl 
si ‘ esprime col vocabolo quantità • Ma in na- 
tura tutto è relativo ; niente assoluto : tutte le 
tose vi sono in una dipendenza • reciproca : ed 
una cosa- non si misura- che mediante un’ altra 
che • si conosce . Dunque' in istretto senso que- 
sto vocabolò considerar non si dee che come 1’ es- 
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pressione di cosi delta misura guardala sotto il 
rapporto della sua sUaione- Il sisleitta ordinato 
delie , verità concernenti totali misw«V cioè la 
^enza che tratta deUe quantità v à ^ejla cIm 

^^icé matemaiica : ecco L’; individuo delle ituat 
. xe halnraU di cui assunsi a rlMidarel’ owgftfli 
là stieliaà dolio quantità , la naatemalica . . . 

In. tutte le ricerche sullà natuta la quantità 
è sempre uno degli clementi. pritìnarj -, .un sog- 
geUo costante , una parte sempre inlegràlo . Non 
gima Videa della quaUtità delle cose quando, -noto 
jte ne conosce la quantità al nostro heiicsscro ne- 
fcssaria . A che serve la cognizione de’ beni »- 
tili per provvedere, alla propria conservazione 
c nel modo piu stabile j de’ beni comodi per 
fenderla comoda, quiescente , tranquilla -, de’ b^ 
ni piacevoli per accrescerne i godimenti .e.far^ 
aggradevole , senza che se ne sappia la neccssferiu 
misura ? 'La quantità dunque dovette eswre til 
primo oggetto nell’analisi delle cose su 'di. «ai 
no dossi, a fissare V occhio osseiTatore dell’ uomo 
guidato dalla ragione : e la matematica la prima 
naturale scienza 'che dovette' egli collivai'e . H 
germe adunque della matematica esisth im’yrhaai 
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nostri rapporli còlla natura ^' siccome il pfitici- 
jQo «ptore-dd suo - sviluppo nel nostro senti- 
mento propria conservazione . 

- Donde proviene la matematica: come prò*, 
viene': cosa questo l’ho diggià fatto sentire- 
in - risposta al primo -mio assunto argomento. 
Ora sarebbe il tempo , e questo il luogo di mcK 
stranie 1* importanza; quanto sia utile *, quanto 
proficua al nostro benessere : sarebbe il fame 
vedere 1’ influenza in tutte le scienze fisiche » 
a' cui’ appartiene, nelle morali, nella lettera- - 
tura ; come serve loro di base ; come ne de-^' 
termina i progressi ; come le rende superio- 
ri , e suljimi ; "sarebbe il farla considerare 

. * • . » 
cóme , mtenta sempre a ragionar con giustezza e 

rigOi-6 su delle idee semplici e asiratte , influisce •• 

a formare il"' nostro giudizio ; come il punto cen- ' 

trale di tutte le nostfercónoscenze; come 1* oracolo 

delle sorti per così dire negli eventi fortuiti : 

sarebbe il mostrarla ora signoreg^iante , ora gui-' 

da, ora sostegno , cd utUc sempre megli og^ti' 

di pubblica c privata economia, in tulli quetìi di 

politica, ndl’ arte finanche del governo, in qndJa 

dH magistrato : sarebbe insomma’ il presentarla^ 
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come una scienza superiore a tutte le altre scien- 
ze ; come la più imponente e famosa presso 
gli antichi e moderni filosofi , come quella che 
porta il nome esclusivo di scienza , cioè di mate- 
matica , che nd greco idioma significa scienza ; 
come la scienza per eccellenza ; come la vera sci- 
enza. Ma questo sarebbe un andare dal mio as- 
sunto troppo svialo e lontano . L’ elogio , l’ apo- 
logia della scienza ; la cognizione de’ suoi vantag- 
gi, della sua utilità non è un argomento integran- 
te nell’ assunto soggetto . Io ho preso a trattar 
quello sulla sua originale natura a solo riguardo 
di riandarne il principio donde deriva, i primi 
lineamenti che la figurano, le verità primordiali 
sulle quali si fonda . Mi avanzo dunque senza ar- 
restarmi nel cammino che debbo percorrere .Se- 
guitemi intanto voi eruditissimi giovani j ed avan- 
zatevi meco verso la meta proposta. 

Qual’ è 3 soggetto peculiare della matemati- 
ca suWime? Ecco il secondo argomento che ho 
preso di mira . 

Lo spirito umano è troppo debole per con- 
siderare in una volta tutti gli attributi de’ corpi , 
Egli è costretto ricorrere al suo potere di astramr-; 

V 



Digitized by Google 




)(* 7 )( 

onde dividendoli coll’ astrazione 1’ uno dall’ altro ; 
considerandoli in dettaglio ; scrutinandoli separa- 
tamente'; e componendone alfine in corrispon- 
denza all’ oggetto un risultato coll’ altro , possa 
riuscire nelle sue complicate riccrclie . La quan- 
tità è un attributo de’ corpi ; è inerente alla loro 
natura ; indivisibile dal loro essere j la quantità 
frattanto mercè l’ astrazione viene dagli stessi 
staccala ; supj>osta come esistente da se , come 
isolata ; non come attributo ; ma come soggetto . 
Le quantità dunque vengono considerate or come 
divise , ed óra inerenti alle cose ; cioè in astrat> 
to o in conci'eto . Nel primo caso sono la mate- 
ria delle matematiche astratte , delle matematiche 
pure : e nel secondo quella delle matematiche 
miste , della scienza fisico-matematica . Le mate- 
maticlie pure considerando nelle cose le sole 
quantità ne analizzano le dipendenze ; il parago- 
ne ne definiscono ; e servono co’ loro risultati e 
canoni algebrici di base alle matematiche miste; 
le prime esistono senza le seconde ; ma le seconde 
non sussistono che per le prime : e le ricerche 
di queste non sono che una mera applicazione , 
al soggetto , dei risultati delle corrispondenti ri- 
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cerche di quelle Per soddisfare 'quindi. a»* 
sunto non è duopo parlare delle mateinatidic mU 
ste : basta soltanto far menzione- delle -pure . 

L’ oggetto di una qualunque siasi ricerca, cioè 
di un problema, in matematica, è quello semprd 
di ‘assegnare e definire delle quantità incognite me* 
diantc delle altre che si conoscono , o che tali 
suppongonsi . Quindi in fatto matematico 1’ ope- 
ra tutta della risoluzione di un problema si ridu- 
ce a trovare il sistema delle operazioni da farsi 
sulle quantità conosciute , esprimente coirispon» 
denteniente al soggetto il valore delle cercate ; a 
trovarne cioè la formola , che lo risolvo . 'Per 
effettuire ciò non vi Ira dubbio che fra queste 
o quelle quantità bisogna che esistano delle re- 
lazioni , delle dipendenze ; e che queste relazio* 
hi inoltro, queste dipendenze siano conosciute , 
siano date . Una ricerca dunque in matematica 
suppone intrinsecamente certe relazioni , certe di* 
pendenze fra le quantità che vi hanno rapporti» . 
Queste relazioni , queste dipendenze , che in lin4 
guaggio proprio si dicono* le condizioni del prò* 
blema , e che tradotte in frase algebrica ne co- 
stituiscono 1’ equazioni , isono qpiclle che 
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colle risorse della scienza conducono al slfitema 
delle operazioni sopraindicato , Esse dunque com- 
prendono il seme dell’ operazione finale toccante 
1’ oggetto» dd problema ; sono cioè 1’ embrione 
per così dire di cotesta operazione ; anzi l’ ope- 
razione stessa direi in embrione . Qnindi la di- 
pendenza condizionale di «n proUjema ^ che ne 
rappresenta . in, embrione 1’ operazione finale, può 
con sufficiente ragione segnarsi col vocabedo ge- 
nerale Junziùne <, die operazione significa . Ecco 
la érigine 'filosofica che può darsi al vocabolo 
fanzÀone . Questo vocabolo dunque non dee de- 
stare che l’idea generale di una illazione , 
di una dipendenza 'fra delle quantità qualunque 
siànsi', .relazi^e , dipendenza esprimibile sempre 
con ima fiormtda . . • i 

, Tale è l’ idea che il vocabolo funzione se- 
^na nell’ ‘attnale periodo della ^ soieuza ; Delle 
dtre, ne '«espresse altra volta y ima j a. ,me basta 
in questo salito di- averne quella indicato; ri- 
foirandomi di altrove, discutere 1’. istoria di qite- 
ttc altre ,, come la dassilkazioue delle specie di- 
,1 cl»é sé ne; disiiuguono . 

0 Quale ;sarà ' ora 1^ denominaziona specùtlé 
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del sistema ordinato di verità relative alle fua- 
zioni ? Vediamolo . ' 

Le funzioni in frase algebrica non sono ebe 
un complesso di santità combinate comunque: 
e 1* oggetto di una questione non è il determi- 
nare la specie della funzione che la rappresene 
(a , in quanto data dalle sue condizioni ; ma 
le quantità incognite che concorrono alla sua 
composizione . Questa determinazione non può 
elFettuirsi che svincolando le quantità incogni- 
te dalla combinazione in cui sono colle cognite • 
Dunque la scienza che tratta delle funzioni per 
soddisfare all’ oggetto di tina questione , non dee 
considerarle che dalla parte della loro scomposi- 
zione , non maneggiarle che risolvendole . La 
denominazione quindi di questa scienza non dea 
ripetersi che dal vocabolo generale analisi , 
indicante scomposizione, risoluzione di un tut- 
to ne* suoi prìncipj , nei suoi componenti . Ma 
la matematica non tratta le quantità isolatamente c 
in uno stato assoluto : ne calcola bensì , cioè 
ne paragona , le dipendenze reciproche ; che vai 
quanto dire , , ne calcola le funzioni . Dunque 
per distinguere nel regno dell’ analisi quella prò- 
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vincia che abbraccia il calcolo delle funtionj, 
basta aggregarvi V aggiunta matematica . Segixen, 
do dunque la sana logica , k denomiiiazicn* 
■cercata si ha nell’ espressione analisi matemati- 
ca. Dunque ripiglio: 1’ analisi matematica è la 
scienza generale delle funzioni; scienza che pren- 
de il nome particolare di analisi matematica al- 
gebrica , numerica , e geometrica , secondo che 
le quantità componenti le funzioni vi si conside- 
rano in generale ^ in istato discontinuo, © di 
eontinuità . • 

l\fa per non cadere in equivoco sull’ uso di 
questi vocaboli, qui giova' avvertire , che P ana- 
lisi matematica è sovente notata ne’ trattati della 
scienza col semplice vocabolo come le 

sue tre spezie , colle frasi analisi algebrica , 
numerica, geometrica i Cossiffatli modi di la- 
conismo senza potere ^ indurre ad errore , in 
quanto P idea preventiva che si ha della cosà 
vi dà tutto il peso della' sua espressione , sono 
autorizzati dall’ uso, commendabile per P elegan- 
za e semplicità dello stile , ed oggi a corrispon- 
denza introdotto da molti in tutte le altre scien- 
ze ; uso però non indipendente c assoluto ; • ma 
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dipendente e condizionato , Quando si vuol pro- 
jdurre nn’ idea /diversa di quella che col lacoiiis- 
^mo^si espuimc »'e nella cui segnatura va il la- 
conis^ compreso , allora bisogna con tutta di- 
stinzione espressarla . Se trattando, per grazia 
.di, e^npio , di facoltà matematiche , si volesse 
;&r , menzione dell’ analisi logica, chimica o altra, 
nHpra,il solo vocabolo analisi non basta a se- 
gnarla come per quella matematica ; allora bi- 
^gna indispensabilmente produrre l’ intera frase 
per non venire ad equivoco , e confondere quel- 
le con- questa y die "per una specie di muta 
.•Spressioue ^vi è abbastanza marcata , 

, ' ■ Ma ritorniamo da questa i sebbene breve , 
i^gressione , Riprendiamo il filo principale del 
nastro soggetto : c dopo aver fissato la denomi- 
nazione generale della scienza che lo maneggia , 
jrpnghiamo a stabilir - quelle delle parti in cui 
yn a suddividersi,, ^ , . 

, > Le quantità che compongono lo funzioni pos- 

ano por 1’, intero periodo della questione man- 
.tenersi sempre le stesse , o conservarsi tab ia 
parte y t6d in parte variare . Questa duplice cir- 
costanza che può accompagnare le quantità di- 
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risale rende necessario uii'^sfeghb Jistfftti'Vd ‘ndìa 
detiómiilalione deHa scienza onde' Contrbdistin- 
guerne le parli .‘ Nél'^prkno càsò^-'nor^ 'éàppiamb 
che le qtantità si diVidóno ita ‘inCÒgnrte ó* ‘oógM- 
te ; é nel Secondo variabil? c^incosttfrttì li N'él 
primo-dft -forma! della fitntionel rimafte'^ Semjirti 'Ih 
stessa! laddove «el secondò Varià- come’ Vàrfànò 
le- «jnantità dalle quali' dipende ;*'In quello ’Jift.' 
assegnare le quantità, irtcOgn ite’ nella’ di'péttdfeltia 
esplicita delle cognite , le operaziorti'i^tHtìitè Sàrf» 
la forma permanente della funiionc ■ài'fòhdànb 
su delle trasformazioni che fluiscono dalle Scufr 
plici regole fontamentàli dell^al^cbra' oi^dintìnS^ 
nd mentre .che 'in questo ' istituita lò *bpc^aiiofcfi 
suHa forma Vaj'iabi le ’di essà per oilenCT’ùif’^’iihe*- 
desimo intento , uopo c ricorrere a delle àltbe' di 
Ima natura meno elementare ó pih masdiaà ?Nél 
primo colia: eonsidcrazióriè della fdl-mk ' pertna^ 
nenie delle funzioni non" si giunge tt rispondere 
che a delle qnCi^liurti di Hn'caràtterè fafiììlihré*^ 
pianoi ordinario ; -htddovle nel 'secondo colla 
dnia della forma A‘ltriabile gi ascende a'qdèfié 
d’<i indole eminente^ supcriore^ difficilfe". 'Ih 
quello' -rispondendosi -a deUC ■qhcstioni coihplicatp 
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ri si nsj>onde con delle operazioni sopracarkhe 
di dettagli lunghi , e laboriosi : in questo le 
questioni medesime si risolvono in ima maniera 
sempre mai semplice e pronta . Quindi nel primo 
1* operazione dee riuscire più inviluppata, meno 
soddisfacente , e più tarda ; c nel secondo al 
contrario più distinta , meno lenta , e di utilità 
più feconda . In quello, l’analisi tanto conside- 
rata in sestessa, quanto rispetto alle questioni die 
batta, dee risguardarsi come più piana nelle sue 
basi e nel suo oggetto , come jiiù complicala 
nelle sue operazioni : ed in questo all’ incontro 
come più elevata nelle sue ricerche, più sempli- 
ce e laconica nelle sue espressioni , più elegante 
c meno carica di ■ detta^ ne’ suoi metodi , più 
savia e grandiosa nelle sue maniere di vedere. Ma 
il semplice ^ il savio , e i pochi dettagli , sono 
j caratteri distintivi della sodezza , e del ma- 
schio} nel mentre che dal maschio e dal gran- 
de nasce il sublime : dunque 1’ analisi nel secon- 
do caso sembra relativamente a quella del primo 
portare inerente il carattere della sublimità : dun- 
que su tale riguardo può darsi a quella 1’ epi- 
teto di sublime in conbonto di questa che per 



/ 

J 
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conlrapposlo può dirsi elementare', dunque il calco- 
lo delie funzioni di cui la forma permane sempre la 
stessa per l’ intero periodo della questione, pub 
dirsi analisi elementare, a dilTerenza di quella 
delle funzioni delle quali la forma è variabile , 
clic può- dirsi analisi sublime . Ecco come l* a- 
nalisi filosofica della scienza, guidandoci dùcei qua- 
si per, mano, a rilevare ci porla, a dlfinirc , e quin- 
di a pronunziare la sola e 1’ unica radicai dif- 
ferenza che può sentirsi fra la parte elementare 
e la parte sublime della matematica. Dunque, 
adottando le voci dell’ uso, dovrà per analisi ele- 
mentare sentirsi 1’ analisi delle funzioni a quan- 
tità permanenti ; e per la sublime', quella delle 
funzioni a quantità variabili . ’ 

Ma qui deesi una circostanza avvertire, la 
di cui cognizione uioho influisce a rendere mag- 
giormente marcata la differenza ebe ^abbiamo 
Dotato . ■ I 

'' NeUc equazioni isolate a piò incognite, o' co- 
me sogliono dirsi indetcnnhiate , il valore di una 
quantità dipende sempre da quello di altre San- 
tità, ebe la questione non presenta per date .1 Que- 
sto valore nou essendo dato non va soggetto alla 
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cohdilione dT un .valor perip«»nenT,e, e perciò nel 
periodo di una stessa questione può' variare in- 
sieme cori quello della quantita.clje Uè dipende, 
£.chp a reputa, come, cercata , Quindi le quan- 
tità idtBgvaiiti.l’-cquazioni indeterminate possono 
variare, restando fenne le condizioni eli esprimo- 
no,. e. aion , vanno soggette alla legge della per- 
manenza ^l'.comc quelle delle isolate ad un inco- 
•gnita. . o xbeterminatc Il carattere dunque di 
varialnlilà. ò inerente- alle grandotze componenti 
^’jequarioui indelerminaic ; oioò non avyi alcuna 
.di»cosiiIatte cqùazionif. in cui j fra le quantità comr 
•ponenti non.su ne. possano, OOtì^iderpre come va- 

-rialiili - Ma da.ciò^.uort dobluamó 'inferirne che 
^ > 

tulle 1’ equazioni indete^ro^n 3 J;è^ siano eSclusivar 
.mente J.Ì pcrtinenm.dellV analisi suLUme . ' 

li idea- di variahiKlà.nelU analisi.'' delle fun- 
ozioni può' .fessoreresjdicitai.t) implicita ; eioò 1’ ana- 
lisi delle equazioni indeterminate può farsi,' pr<s* 
. cedere idalM fdtó f spressjó , di. cotale ddei , -6 Irat- 
ieirsiiiiudijendenteufteiifct ossa •; •che' yàl'quapr 
^.j^ru :iifill’Ìi»tttie« laiiuttqra >usiiab» .linguaggio-, 
farsi- d^endera nuovi càlcdU , cioò dal- 
i!l^algel>ra i' i/) 4UttlÌ5Ì4^ ciniìnitesiinalc ,.ioppiU:« 
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all’algebra ordinaria rapportarsi , cioè all’ dgebra» 
o analisi , finita . Onde 1’ equazioni indetetmi*', 
nate sebbene siano sempre funzioni a più varia» 
bili , cionondimeno guardate dalla parie della !(>»> 
ro analisi , possono come funzioni a quantità pect 
manenti considerarsi ; epperò come integrali del» 
l’ analisi elementare , non mai: della sublime . ; 
Dunque la diflèrenza di cui si tratta fra le divi- 
sate due parti di analisi, non dee sentirsi rela- 
tivamente all’ idea semplice di variabilità aimess& . 
alle grandezze , ebe compongono le funzioni, 
alla considerazione implicita o esplicita secondo cui 
si manovra . Possiamo quindi concbiudera che 
l’analisi elementare siala parte della scienza ebe 
maneggia le funzioni, qualunque nc sia la natura, 
senza supporre alcun previo cambiamento fra' le 
quantità delle quali vwmo composte;, e che la' 
sublime al contrario ne sia quell’ altra, «die le ma- 
neggia sul fatto esplicito di: cotal 'cambiamento.: - 
definire ^ prima come>P analisi ddle futozio» , 
ni a quantità ’ permanenti , e. a qaaatilà variàldli;.. 
a. variabilità iimplicrta.; 9 la secof dsy come qnelt'^.' 
Ia,.d41e Cnnzioiù a quantità ;vasiabil«%'rarte^ili^ 
e^liciUva • -i " I 
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,r: Determinale queste ideo sembra die npn 
d«bl)a restare alcun dubbio sull’ oggetto peculiare 
della matematica sublime . Ma l’argomento non 
si- b rimirato finora che dalla parte specolativa ; 
consumando la nuda ragione : bisogna ancor pre- 
sentarlo, dalla parte pratica; consultando 1’ opinio- 
ne che ne hanno i geometa-i, onde rimirarlo, co- 
me si assunse, sotto tutti gli aspetti . Aprasi 
dunqtteiil libro' delle scicntifidie opinioni: se 
ins scorrano con filosofico occhio le pagine : le 
idee confluenti al soggetto se nc raccolgano : e 
sì soddisfi in colai modo all’ assunto . 

Le opinioni sull’ origine del vocabolo mate~ 
rìMtic<i sono interamente uniformi ; facendosi co- 
stantemente derivare dal greco mathesis, mathe- 
mata nel numero del più . Varia però ne è la cor- 
rispondenza che gli si dà nel nostro idioma : si 
fa corrispondere ad istruzione , a scienza , a si- 
mili altri vocaboli ; ma «pialunque fra essi ne 
sia , dipinge . sempre in un proprio e preciso mo- 
do il soggetto della scienza , che segua ; sogget- 
ta che guidato per una non intenx>tta catena di 
principj, di ragionamenti, di cons^uenze , sem- 
pre accompagnate dalla certezza e dall’ CTÌdenza^ 
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^rma il degno argomento di una nobile istru- 
zione , il vero soggetto di una vera scienza . 

La definizione che generalmente si da delie 
matematica non disconviene da quanto se ne à 
detto nello sviluppo filosofico dell’ argomento in 
questione . La matematica, si dice , -è la scien- 
za che ha per oggetto il calcolo delle quantità . 
Si divide in pura ed in mista, secondo che le 
quantità vi si considerano isolate e divise , o a- 
dercnti olle cose . La prima non iataidc alla 
oonsidcrazione della quantità che indipendente- 
mente dalla cosa a cui è annessa , ed in un oriz- 
zonte di vista generale ed astratto ; e la seconda 
dipendentemente -dalle qualità specifiche della 
cosa , che in un orizzonte vero e -naturale : 
quella fondata sulle -nozioni semplici della quan- 
tità , sull’ idea intellettuale di essa , è unica, in- 
dipendente per scstessa , pura ; e questa stabilita 
sulle moltiplici qualità reali delle cose non solo 
è alla prima subalterna , ma multiforme c com- 
posta . La seconda dunque non fa al nostro og- 
getto, come ‘abbiamo sopra notato : la prima b 
quella sulla quale dobbiamo fissarci . 

La quantità - considerata in scstessa non pre- 
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Senta ultra idea clic quella della specie delle sue 
parli , le quali vedute sempre in astrailo nou-ci 
danno a vedere clic ,un doppio punlo di vista ; 
quello cioè di essere divise e numeralìili , o unite 
e mensuraLili . Dunque la quantità non si pre- 
senta che sotto un triplice punto di considera- 
zione: può considerarsi in generale, in istato discre- 
to; o in.' istato coutlnuo . .Questa triplice considera- 
zione ha prodotto fra la comune de’ geometri la tri- 
plice divisione delle matematidie pure in algebra , 
in aritmetica , in geometria ; intendendo per la 
prima la scienza che calcola lo quantità, consi- 
derandole in generale ; per la seconda , quella 
che le calcola y supponendole discontinue ; e per 
la terza , quell’ altra che le risguarda come con- 
tinue e, mensuraLili . Ma questa divisione cor- 
risponde allo stato essenzialmente presente della 
scienza ? E’ uniforme alla vera sua filosofìa ? O 
ò il prodotto piuttosto di una semplice idea in- 
tellettuale non guidata dalla ragione , non appli- 
cata al. fatto? L’ aritmetica , la geometria sono 
oggi re^d^uente due, parti, divise e distinte del- 
l’ algebra ? O due rami di questo tronco , pro- 
dotti da una mera applicazione ? L’ algebra è 
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UQa*cosa slessa dell’analisi a cui in forza della 
nuda ragione il nostro soggetto appartiene ? 
O l’analisi è un’arte, come taluni la dicono, che 
risolve i problemi usando dell’ algebra ? L’ incer- 
tezza delle idee da una p.irte di questi quesiti, 
l’ insufìlcienza dall’ altra di rispondere all’ assunto 
colle sole sinora menzionate notizie, ci diiama ad 
un esame piu speciale della cosa; a riscontrare, 
dico , in una più decisa maniera il linguaggio 
espresso de’ geometri sulla scienza *. 

li’ algebra, abbiamo or ora veduto, è la parte 
delle matematiche pure , die ne considera il sog-; 
gctfo sotto un punto di vista generale*. Dunque: 
essa è -quella su di 'cui dobbiamo .dirigere le 
nostre* nlteidori- -perquisizioni". Mirando sempre 
1- oggetto proposto , lo faremo col consultare 
soltanto 1’ opinione -di taluni • analisti al sommo 
filosofia ed -autorevoli » < ' . . . i. 

-c -.-Ripiglio dunque : cosa si intende per algebra? 
'Àlgebra è Un vocabolo di cui si ignora la vera eti- 
mologia . Si‘ crede* oriundo’ dajgli arabi, 'si fa 
-dcrivarè'da varie sorgènti, mà-comunque si sia,- 
poco monta al nostro argomento il saperlo . 

• - i X’ oVigicc- di questa isdenza: meerta - del 
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paro ed equivoca ; il rinlracciavla c un punto di 
erudizione che poco o niente interessa all’ assun- 
to : noi solamente dolibiamo rilevare 1’ idea di 
quello che se ne intende . 

L’ algebra de’ tempi remoti non è quella 
de’ giorni nostri : nè a traverso dell’ algebra de- 
«li antichi si travede quella de’ moderni . I filo- 
sofi dell’ antichità non la conobbero : i geomeUd 
più a noi vicini, che la dùamarono a vita c la 
educarono , non la videro che in uno stato im- 
perfetto e quasi che pratico: i moderni , gli ana- 
listi a noi contemporanei , che l’ hanno virilizza- 
to e resa ragionata , sono i soli , dai quali pos- 
siamo ripeterne una qualche reale e filosofica idea , 
Dovendo dunque a questi ricorrere , sentiremo 
soltanto ciocché nc dice il Newton ; genio illu- 
stre e profondo, che a ridurre si diede tutte le 
scienze a’ veri loro principi metafisici : ciocché 
ne dice Lagrange ; analista di primo rango insie- 
me e filosofo; non facendo menzione di ciò 
che ne sente il Dalembert, alU*o geometra e fr? 
losofo di primo ordine , in quanta conviene col 
primo . 

Newton per darci un’ idea dell’ algdira la 
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disse aiUinetica universale . Ma questo nome, 
qualunque nc siano , le ragioni che prodotto lo 
abbiano , se le fu corrispondente una volta, stan- 
te il progresso della scienza a quei tempi, nòq 
le compete più oggi dopo di un secolo , e die-;; 
tro il luminoso e filosofico quadro che ce ne ha 
proposto Lagrange . La denominazione del New-, 
fon non ci fa vedere questa scienza che dalla banda 
de’ suoi soli , rapporti colla quantità discontinua e 
calcolabile , unico oggetto dell’ ai'Hmetica . Ma 
1’ algebra , dice il teste citato Lagrange , poggia 
per COSI dire egualmente sull’ aritmetica e sulla 
geometria : nb si propone di determinare , al paro 
di queste due scienze , i valori particolari delle 
quantità cercate., ma il sistema bensì d^Ue ope- 
razioni da istituirsi, dietro .alle condizioni del^ 
problema, sulle quantità date onde dedurne le 
cercate’, operazioni, il di cui quadro in caratteri, 
algebrici , ei dice , porta in generale il nome di , 
formola , nel menti'e die 1’ idea della dipenden- ' 
za fra le quantità , esprimibile con una formola, ^ 
quello di funzione . Dunque 1’ algebra , ripiglio . 
collo stesso Lagrange , è 1’ arte di determinare ■ 
le incognite in funzione delle quantità conosciu-. 
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lc‘, o tali per supposizione . 

In questo senso , non vi li» dubbio , die 
1’ algebra comprenda due parli ; 1’ una relativa 
a* metodi di composizione delle funzioni espri- 
menti 'le condizioni di un problema , e 1’ altra 
l’elativa a quelli della loro scomposizione deter- 
minanti le quantità die si cercano . La seconda, 
noi ci avvediamo , è la scienza medesima che si 
è definito di sopra .per l’ analisi matematica : 
dunque l’ algebra , giusta 1’ opinione proposta, c 
la scienza generale delle quantità , di cui 1’ ana- 
lisi costituisce una parte . Questa proposizione 
che ho avanzato altrimenti sono già nove anni ■ 
nella mia raccolta di teorie matematiche sótto^ 
forma di supplementi ; con attenzione ponde- - 
rata, porla ad 'una conseguenza utile e compro-! 
vanle 1’ assunto . In èffetto assumendo la cosa in i 
generale , si vede senza difllcoltà che i metodi 
dn-etti debbano riuscire sempre piu semplici e ■ 
brevi degl’ inversi ; che la composizione t di una ì 
formola V di' cui si sanno i prindpj , debba vcn:-i 
ré-'oltremodo’piu facile e pronta della sua stfom-p 
pèsizionei c die 1* òpera del primo ‘caso possa 
tenersi !eotn«! 5C dì norma , 'di' sussidiò di base ‘ 
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a quell» del secondo : considerandola nel fatto sì 
iilrova, che la prima delle due parti divisa^ 
dell algebra e assai ristretta e limitata ; e starei 
per dire quasiché infìnitesHna in confronto della 
seconda j che le operazioni ne sono al sommo 
piu elementari j e che le dottrine sempre fami- 
liari e semplici , se nc possono considerare come 
fondamentali , prepax*ativc , sussidiarie : quindi 
unendo all’ autorità il ragionamento, sembra che 
la prima , comunque si guardi, in astratto o in 
concreto , possa riguardarsi come una porte prc« 
liminare ed integrante della seconda piuttosto che 
come divisa e distinta d& espa ; che 1’ una el’ al-' 
tra possano considerarsi come unite in, tmo, co- 
me formanti un lutto ^ che l’ algebra perciò c 
I analisi possano tenersi come una stessa scien- 
za, e i vocaboli algebra, analisi coipe sinonimi . • 
Al<*Sp|ì);a d.Mnquf! ,, che ilpiùrgrande- 
analista de’ tenip nostri ci ha dato dell’ algebra,, 
con approssimazione ci porta ad un- rapporto di 
ugnali , ad una corrispondcaiza quasi che per- 
^ssa e l’ analisi , Ma questa cognizione • 
soddiijla foi-sc all’argomento proposto? No : resta 
rincontrare le opinioni, di cui si tratta 




sulla pecuHaiità delle parli dell’ una o dell’ altra. 
Cosa dunque se. ne ìi prommdalo siiiora ?' Ecco 
ctocclib ce ne dice' 1’ istorico delle matematiche, 
Montucla ; ciocche ne pronuncia un altro assai 

I 

valoroso geometra Dalemhert ( dizion. enciclop. 
di mateiti. ) organo entrambi uon solo della pro- 
jn-ia , ma della opinione frequente fra gli odier- 
ni classici scrittori . ' 

Il primo ci presenta i’ algebra come divisa 
in due parti ; 1’ una detta ordinaria , si limita 
all’ esame de’ rapporti delle grandezze sotto stato 
finito , l’ altra infini termale , si versa su quello 
de’ loro rapporti in istato infinitesimo,' nel men- 
tre che il secondo ci fa divedere 1’ analisi divisa 
in' analisi di quantità finite ed analisi di quanti- 
tà infinitesimali . Ravvicinando ora le idee così 
definite dell’ uno e dell’ altro vedrassi il sogget- 
tò dell’ algebra ordinaria del primo identico a quel- 
lo della prima parte di analisi del secondo; e il 
soggetto dell’ algebra infinitesimale del pfiino 
identico al soggetlo della seconda parte di dnali- 
si ’’ del secondo : epperò vedrassi comprovata 
in" una maniera iiicramente positiva la medesi- 
mezza delle due scienze ',- la sinohimità' de’ due 
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vocaboli onde sono segnate Ma tjrtalc delle dtiO 
parti i^osi determinate di quest’ ima scienza’ do- 
rrà considerarsi 'come elemetitarc ? qtìale' cOmci 
sublime ? Il più tenue discernimento baslercbb'e 
Il risolvere cosiiratlo quesito.- Ma ‘^ér ’sosìén ere- 
sino alla conchiusrone la maniwa irieràmeute po- 
sitiva di argomentare in cUi sono' entrato , io 
ini accingo a rispondervi coll’ aUtoritcY stessa dei 
eitali sci-ittori.' Eàsi i“ ci dicono :'’l*^idgcbTa si 
applica alle questioni si numericlie clie^ geome- 
triche ; e perciò ce la divisano conte il tronco 
sopra indicato da cui si diramano 1’ drfliùclicu 
e la geometria . - ; • 

a® Ci ■ rappresentano’ la geometria* ' cornò ìri- 
parziald ; uria clémcntàre' , che tratta 'delle' figure * 
iettiliuce“ c circolari ; mf altra trascendente , che 
si versa' su quelle curviliiièe (Ì^T ogni genere , (; ' 

t-- ■■ ■ < , .<> .. ■■ k' ; ‘ jni.ó? riiJt.'C j l'b.; 

ui una natura pm elevata ed asU-atta^; una^lcrza 
sublime , che maneggia il soggetto medesuno del- 
la trascendente , ma con diverse vedute . 

* 1 • *’ j * ‘I ' 1. vi* 

o Ci danno a vedere clic la prima c la sc- 

conda geometria non considei-auo le fieiirc onde 

. -!• ;'.iu 

rilevarne le proprietà che nello stalo integro , 
finito ; la terza in quello d’ infin/tà suddivisione, 
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oioù divise ia elamenli ioGnitumcnlc piccioli; o 
che questa e la seconda , considerate come parti 
(li una stessa scienza, per contradislingucrle si 
sono dette ancora trascendente inGnitesimalc, c 
trascendente finita . , 

ly Al fina ci prevengono, cl»e le ricerche sulla 
trascendente sj rappor,tauo all’ algo])ra ordinaria , 
altrimenti cartesiana ; che quelle sulla suhlùne 
a’ cosi detti iiuQvi calcoli ; c che le ricerche sulla 
(ilcraeutare a questi o a qudla, secondo che si 
considera suUc vedute della sublime o delia tra- 
SGcud.cnte . 

Ciò posto ragiono cosi : la geometria" tra- 
scendente infinitesimale non si propone che il 
medesirno oggetto della trascendente finita , e 
non ha preso l’epiteto di sublime che a riguar- 
do de' nuovi calcoli che le servono di strumen- 
tale applicazione ; onde il carattere della suLIÌ'H 
mità secondo le proposte definizioni non è ad 
essa inerente , ma all’ istrumcnlo che la muove ; 
cioò 'all’ analisi che la regge . Quindi l’ algcebra 
infinitesimale è in cosi dette definizioni tacita- 
mente considerata come, la parie sublime della 
scienza a cui appartiene ; epperò l’ ordinaria , per 
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ima Icglltima e taclia del pari consegiienia , co-* 
lue quella ‘elementare . L’ opinione dunque dei 
geometri clic stiamo a consultare ci presenta l’ al- 
gebra cóme divisa in due parti ; 1’ una elemen- 
tare clic considera i rapporti , cioè le relazioni 
le dipendenze' delle Santità sotto stato ‘ finito 
1’ altra sublime che li considera sotto lo stato in- 
finhcsimale * 



' Questa divisione filosofico-pratica dell' alge- ' 
bra non ‘è punto discorde da quanto ne ha pro-^ 
liunciato la nuda ragione . Se il fraseggio ^ che 
qual organo degli altrui sentimenti vi abbiamo ‘ 
usato , ce la presenta sotto espressione diversa , 
ciò non è che nella sola apparenza . Còtcslc fivV- 
si,che'co* progressi della scienza sono andate trat- 



to tratto invecchiandosi, e che riputare oggi- si 
devono quasi come 'dell' inUitto antiqiialcV colc-^ ' 
sic frasi," dico, consitìertté' iriòn néllà' sénVplicc"' 
lifteralè espressione ; ma nel foro inli'Inscé'o s'c^- "^ 



so , 'si vedranno senza "difficoltò còlh'marV cou^' 



■quelle che’ nella ' di ‘sopra analisi ragionala della* 
cosa alihìamo noi usato ; ' cioè 'la 'frase' ftippoTii 
delle quanittà sotto stato finito sVYedi-Ji ‘cbìfi-" 
mare colla frase junzioni -a“ qndnYità fcvhìà- 
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ncnti -, come la frase rap^orli delle qiuintiià 
stato ÌTì/ìnitesimale, ebe vai quanto dire rapporti 
delle quantità che hanno subito un cambiamento 
si vedrà concordare colla frase funzioni a quantità 
variabili a variabilità esplicita . Quindi possiamo 
concliiuderc, die le opinioni di cui si tratta con 
una specie di muto linguaggio ci divisano l’ ana- 
lisi come di due rami composta ; l’ uno sublime ehc 
intende alla considerazione delle funzioni a quantità 
variabili a yariabil.tà esplicita; 1’ altro clenicutare, 
relativo a quella delle funzioni a quantità perma- 
nenti , la quale ne comprende anche quella delle 
funzioni a quantità variabili a variabibtà impli- 
cita . Ecco dunque provato iin pieno consenso^ 
tra la nuda ragione e l’ opinione de’ dassici sul 
soggetto peculiare della matematica sublime ; ed 
ecco perciò come dal grido di quella animato, e 
dall’autorità di questa sostenuto vengo difinitiva- 
mentc a conchiudere ; P analisi delle funzioni 

■ t ■ 

a quantità variabili a variabilità esplicita h 
il, soggetto esclusivo d,i^a inatematica suldime . , 
Con questa conchiusione finale mi avveggo 
di essere oramai pervenuto al terzo stadio della mia 
corsa , L’ essenza adunque, gli usi , i progressi 
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'del soggetto in questione c quello su di cui debbo 
venire a discorrere . Lo farò rapidamente ; pren- 
dendo sempre la cosa dalla sua prima radice , e 
ragionando sulle idee primigenie dalle quali 

Il carattere di variabilità esplicita fra le quan- 
tità che concorrono alla composizione di una fun- 
zione è quello, onde si appoggia e si organizza 
tutta r economia del soggetto che stiamo a trat- 
tare . Bisogna dunque fondare su di questo carat- 
tere per poterne discoprire e peuetrai’e l’ essen- 
za , articolo primo e radicale dell’ argomento 
.parziale in cui entriamo . Si supponga , pertanto 
che le quantità divisate concepiscano un aumen- 
to qualunque , cd ecco che vedrassi fluire la fun- 
zione che ne dipende da una forma ad un’ altra . 
Colai fatto aumento può essere unico , e consi- 
derato isolatamente ; può essere - ripetuto, e con- 
siderato nella successione de’ suoi atti consecuti- 




vi . L’ aumento unico produce nella funzione un 
solo passaggio ; cd il ripetuto molti ne produce . 
Il .primo fatto ci mette soltocchi il cambiamento 
corrispondente che risulta suUa forma della fun- 
zione ; cioè la diflcrenza , mi permetto dire, fra 
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‘ le «toeiotti,; cd H secwido ici‘|rre9enta il 

i^uadco de’ suoi catóbianiefiti scons©outivi-, xiofe la 
^erÌ6 delle diffcrèiiic 'consoctitive fra le siie cour- 
-«cciUit»e tìazioBi . Quindi il primo ^orlà uUa conr- 
siderazione , all’ esame dico della differenza umea ‘ 
•ed il secondo n quello delle differenze consecu- 
-»ive . L’esame delle differenze consecutive non 
•^uò 'Cl>e a due oggetti estendere le sue vedute ; 
cioè a rilevarne da una parte le relazioni reci- 
-proche , ed a riconoscerne dall’ altra le proprietà 
•di ciascuna in particolare . Or cadauna differen- 
Hw considerata in scstessa ed isolatamente è sem- 
pre nel caso stesso di •cadauri’ altra ; dunque la 
TÌcerca individuale delle proprietà ddle differen- 
te rwrn'è che unica: epperò 1’ esame. della diffe- 
renza unica non è che un argomento particolare 
•di quello delle ‘ differenze consecutive. Onde fl 
carattere' fon datnentalè di yariabilità esplicita •so- 
pra indicato' non genera in Tondo che un 'Solo 
ramo di analisi sublime avente due oggetti; l’ uno 
generric, che inira 'alla ricognkione dèlie qualità, 
relative delle differenze , r altro particolare , ' che 
intende a quella delle loro qualità assolute ; ogr 
gtktì, che considerane filosoficamente cd a |w>ibri 
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la. cosar) Iranno fra .loro, un ■ Eap^^ortos 'fiiinile 
quello, di un tutto.. coUa, sua parta :; considerandola 
noi fatto ed a posterioi’i si sperimenta c^i inai 
un cosiOatto rapporto ? No;, rispondo: cotali og- 
getti quantun(^ue alxbiaoo' nell’, attualità del lattq 
de’ grandi rapporti, de! punti, di rincontro, delle 
dipendenae reciprocluj, portano cioiionostantel’ii»* 
pronta di un’ indole particolare e distinta, tanto 
se si considera il fine cui tendono., ipaante se se 
ne. mirano. i mezM onde vi.'amvano.. Dunque bi** 
sogna non riguardarli, come, integcasiti un. s(do 
ramo di analisi;, ma come due. rami divisi l^a 
loro. , e 1’ uno dall’ altro distinti : InsK^na pef 
iscoprinae. di. entrambi, l’essenza in quostionòi»» 
restigarli indir idualinente. sotto i. rispettm punti 
di vista,, che; haiinQi preso- ndl latto . Dunque 
ripiglio: il carattere,, basicndel no^i» «lifició^ con- 
sid^alo-, nella coaa.talo^^piar è.., porta, a; due«a* 
mi di analisi sublime, de’ quali . 1’ uno mtende ab- 
la ricexca delle proprie tà relativ.e .del rapporti 
delle diderenze;, l’ altro, .a; quella^ delle' ip'apcieibà 
di una- di esse imlatiuuenjto oonsódfimtai. i* l-.i- 
NcU’ esame relativo delle^ diifeBeaza* posstao 
darsi dne<o^si ^.tùoàìle.djirecaae possono risultane 
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ineguali o eguali . Se quello dell* inegua1tà> ha luo- 
go , allora formeranno esse una serie che' sarà 
nelle circostanze medesime di quella formata dal 
flusso e dalle stazioni della forma della funzione 
primordiale ; e daranno perciò nell’ Islcssa manie- 
ra una seconda serie di dilTerenzc , die per es- 
sere il risultato delia diflcrenza delle differenze, 
si domanda seiie delle diffei'enze seconde ; le 
differenze seconde similmente risultando ineguali 
ne daranno un’ altra delle differenze terze: un’ al- 
tra, queste se ineguali , delle differenze qiiarle: c 
cosi via via. Se ha luogo quello di ugualtà, sia im- 
mediatamente sia dopo la generazione di più or- 
dini di serie di differenze, allora si sarà in un 
caso particolare del dianzi ; si sarà cioè nel 
caso delle differenze costanti . Le differenze 
de’i diversi ordini menzionati hanno fra loro 
delle relazioni , delle dipendenze : 1’ espressio- 
ne algebrica di queste relazioni , di queste 
dipendenze , costituisce dietro alle' condizio- 
ni del problema le funzioni a differenze : c 1’ ana- 
lisi di siffatte funzioni o il paragone delle diffe- 
renze onde sono composte , formano 1* oggetto 
mediato o immediato dell’ esame proposto 
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L’esame assoluto poi di una differenza non 
pub cfTettuirsi clic col dispiegai-ne il tessuto, col- 
lo scomporla ne’ suoi componenti, coll’ analizzar-, 
la : nè potrebbe tampoco eseguirsi senza che la 
suddivisione sia graduata , sia ad una certa leg- 
ge sommessa ; cioè in frase algebrica senza che 
detti componenti una serie formassero . L’ idea 
dunque di una differenza porta a quella del suo 
esame , cioè della ricerca delle sue proprietà ; c 
questa al bisogno di svilupparla in serie . Cosif- 
fatto sviluppo ( * ) nello stato delle conoscenze 



'■ (•) Intendo partaiv dello sviluppo la- 

j^angicinó che io ho adottato fin dal primo 
momento che lo conobbi , come quello che 
fqndasi su de* principj i più diretti e filosofici 
sinoggi conosciuti ; principj generalmente ap- 
plauditi , e frequentemerUe ^adottati . Quella 
di M. Hoené Wronski non è peranco alla 
mia cognizione . L' Instituto di Francia ha 
dato un voto favorevole alla sua generalità ; 
ma ne ha nel tempo stesso domandato le de- 
lucidazioni necessarie , in quanto la memoiia 
daìC autoreyresentatagli non ne contenea che 
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alttiall presenta «na nuova specie di; fmmoni, h 

«piali hanno la proprietà di, dmvyarai, K una .daU’ al- 
tra contigua in una maniera costànlertente uni-: 
forme; proprietà per cui si son dette da Lagraa».' 

funzioni derìvate & distÌMÌone di cfuella dom- 
de derivano, die se ne è addomandata >naio««: 
pnmiiiva . Quindi T es^e proposto non si ridueft 

i risultati . I^àìV atto délP' impressione di que- 
sto scntto, che i miei nuovi rapportiletterarj 
mi han fatto estempomneamente , e di volo 
abbozzare ed imprimere , è che mi venne ca- 
sualmente a noiiìia r introductlou a la philosophie 
des mathematiqncs et lechnie de.ralgorillimie 
questo scriUone \ opera, ohe ha per oggetio la 
domandate dilucidaziani daW instituto . La 
seconda parte che^ comprende la fotsmla di- 
vinata o non è ancora resa, al pubblico ,, o nou 
arrivata ancora fra noi -, la prima ^ che pub- 
blicala da. cinque, anni or ora vi ai-riva ., co* 
stUiùsce un ramo' di quella flosofia- trascen- 
dentale .. dice P autore ., che assisa^ oggi su di 
uno stabile trono adempie la. più imponente 
delle sua funzioni t la iegidaziojae deUe sricBxe. 



/ 
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(ih« al paragone di queste 'riumom : >ed ,11'' ramo 
di analisi ^rciò die vi appardene .uoa ha per 
oggetto -clic la ricognizione ddle ffropi'ietà ideile 
funzioni derivate fra loro « colla fìmzioiic 
cnitiva . 



V autore., per quanto ho potuto ritevare 
al momento, promette de' gr'andi vantaggi, e 
fa concepire delle grandi speranze . ' Una. no^ 
menclatura nuova ed estesa egli introduce per 
manifestare sistematicamente ie sue idee . Nel- 
la reazione della nostra irstelligema sulla ma- 
niera di essere della natura Titmva esime idee 
pi imitive quelle di tempo e di spazio ^ donde 
quella della successione degV istanti , e perciò 
de' numeri ', e quella della riunione de' punti , 
epperò deW estensione" ritrova dico la natura 
deir algoritmia x> scienza de' numeri , e della 
geometria o scienza deW estensione^. Nella 
dualità poi intellettuale , concezione e ragione, 
vede P origine rispettiva dei due algoritmi ele- 
mentari e primitivi , somma e -graduazione ( po- 
tenze ) , dalla di cui' ttetttralizsazhne ne ti/n 
P , fe *ri produzione (tnoltijAicaziono.) , , 
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Ma questa maniera di MiQnsider^re la 'geu^ 
razione de’ due calcoli delle differenze c delle 
funzioni derivale ’( rff^renjsm/e ) si è tirata iin-« 
mediatamente da un’ idea generale ed implicita 
delle serie . Senza mancare all’ essenziale della 
cosa , si può essa vedere in una maniera tutta 
indipendente da cosiffatta idea , 

considera come P anello di loro legamento . 
Nella convlazione di questi tre elemeiUari 
algoritmi rileva due sole combinazioni distin- 
te , cioè della somma colla riproduzione , e 
della riproduzione colla graduazione •, e ne- 
gli schema rispettivi di questi due algoritmi 
derivati ritrova la natura della numerazione 
e delle facoltà . SulP influenza reciproca fi- 
nalmente della somma e graduazione innalza 
P edifìcio di tutta la teoria delP algoritmiq , 
cioè , secondo lui ., ritrova la natura di tutte 
le quantità algoritmiche , cioè sulP irifluenza 
della somma sopra le funziom in cui domina 
la graduazione , stabilisce il calcolo delle dif- 
ferenze , da cui ne tira il differenziale ; sul- 
P influenza inversa vi fonda un altro_ nuovo 
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In. effetto le quantità matematiche 'aon 
riano che per aumenti o decrementi quindi un 
carabiameuto nelle variabili di una funzione è 
sempre un aumento ( intendo ancora un decre- 
mento). Un aumento concepito da cosiffatte 
vai-iabili , trasporla la funzione sotto una nuora 
forma ; e se 1’ aumento e unico , altro ' esame 
non potrà proporsi sugli effetti di esso che queU 
lo del cambiamento avvenuto nella funzione , 
Le funzioni sono ancU’ esse, considerale nell’ in-: 
sicme , delle quantità matematiche : epperò un 



calcolo^ che dice de' gradi , e da cui ne dedu- 
ce , similmente al diJ^ercnziaJe^ (quello de' gra- 
dali ; e sulP injluenza infine della somma e del- 
la graduazione sopra quelle funzioni in cui 
entrambi dominano questi algoritmi^ vi basa 
tutta la teoria de' numeri • ' 

Questa è P idea . gener'ole e fitgitiva che\ 
al rnomento di poche ore ho potuto fomnarmi^ 
dappresso^ delPjntroduzione alla filosofia del- , 
le;niatematiche del Sig. fpfonski^ e.^chc^la . 
circostanza ed il voto delP Instituto ini kart ^ 
portato quasi indispensabilmente a qui nota- . 

7 
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loto iJaWiWmcnlo ’ sarà- sempre -ancora ’ un au- 
mento r- quindi l’ esame menzionato ndn cade clic 
su di questo aumento; ciofe sulla differenza tra 
la funzione primitiva e vai-iata . L’idea di cam- 
biamento è l’ idea fondamentale del calcolo di 
cui si tratta ; quindi il principio della genera- 
tsione di questo calcolo si trova esclusivamente 
n^la ctmsidel-azìone della divisata ‘differenza, che 
fluisce immediatamente 'ed esclusivamente dah» 
l*‘indicala idea : dunque -l’ idea primigenia della 

re . Io non oso azzardare alcuna opinione 
sut -merito di ijuesto lavoro . Per' quanto.^ ì'e- 
plica , - Ao potuto ■ rilevare al momento , le ve- 
dute dell' autore- sulla naturà del calcolo dif- 
ferentialè mi son, sembrate inesatte -, tirandolo 
oeme ikiift casfr ^particolàri da quello delle dip 
ferenze , mediante P ipotèsi léibràtlana degP in- 
Jimtesimì di diverso ordine \ Ma hìso§ntt aspet- 
tasse PèstUrfi^ pt^blicatione -e conoscenia del- 
Ph^/mpefr pàrtamB un maturo'' giudizio'''.. bi- 
sogna^ aspettarne la sanzione dd' dotti., ‘ le de- 
cteiÀni del 'tempo ^ per definirne i suoi reali 

vantaggi adottar^ i seguirne i-prindpj', \ 
V 
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fiariabilltà non genera che una sola specie dicala 
colo, il quale si rapporta alk difrereoza,§ummqn« 
zkmata ( * ) • - . . . . h- ■ 



(* ) Qui non so ■dispensarmi dietro 

noia precedente di • presentare i miei duhb\, 

che il nuovo calcolo de^ gradi ^ annuncialo 

dal Sig. Wronski , sia un calcolo distinto > 

dubbj che P esposto argomento , fondato sulla 

considerazione matematica ed a priori della 

\ •> * 

cosa , mi ha fatto , nascere . Prendendo lai 
— » ‘ , 
cosa a posteriori sembra è veto a primo col~ 



po di occhio presentarsi due calcoli distinti ; 

P uno dipendente dall influenza della somma^ 
e P altìX) da quella della moltiplicazione^ che se 
non m’ inganno si ridurrebbe a quello dd gra- ' 
di : ma per poco che si consideri mi sembra 
che il secondo dee riguardarsi come rien^ 
frante nel primo . ^ * 



In vero ' il primo aumento delle varufbili 
porta ad un cambiamento nella funzione ; 



c la conriderazione di questo cambiammo , 
qualunque sia , non^ può ridursi che alP esà- 

me della funzione variala relativamente affa 

\ 




\ 
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Ouesla differenza è aneli’ essa -tina funzioni 
delle stesse variabili quindi se 1’ aumento non 
è unico , ma replicato , allora un sccoudo au- 
mento trasporterà la trovata funzione differenza 
sotto’ una nuova forma , e nella differenza 
tra la sua {orma primitiva e variata darà una 
nuova funzione differenza delle slesse variabili , 
che potrà dirsi diffei'enza seconda per non 

primitiva . Questo esame considerato in gene- 
rale non può estendersi che alla considera- 
zione deW influenza di alcune delle quattro 
operazioni fondamentedi della scienza sulle 
due funzioni ; che vai quanto dire , deW in- 
Jluenza della somma e della moltiplicazione 
(^la Sottrazione e divisione sono le stesse ope- 
razioni prese in senso regressivo ") . Seia som- 
mq e la moltiplicazione fossero due operazio- 
ni distinte e indipendenti per se , allora due 
sarebbero ancora i calcoli , che V idea fonda- 
mentale della variabilità genererebbe : ma la 

) ’ ' I t . 

seconda non è che un' espressione in com- 
pendio della moltiplicità della prima \ cioè la 
moltiplicazione non è che ima somma com- 
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ooufondeiia colla sua generatrice , clic si dìi'à 
perciò differenza piima. Un terzo aumento 
ti-asportcrà ancora la differenza 'seconda sotto 
una nuova forma; e la differenza tra la forma 
primitiva e variata di essa , darà una nuova fun- 
zione differenza, die si dirà differenza terza 
K cosi via via sino che in taluna delle consecu- 
tive differenze spariranno le variaLUi , la quale 
diverrà una funzione di quantità costanti , c darà 



pendiosa . Dunque i due calcoli in apparen- 
za distinti non si riducono fornì amenlahn ente 
che ad un solo ; e P idea fondamentale sud- 
divisata non genera che una sola specie di 
calcolo , proveniente dalP influenza della pri- 
ma operazione , che porta alla considerazio- 
ne della differenza a cui è andato a termi- 

i 

Ilare il nostro argomento a priori . 

Non prolungo siffatti argomenti , non es- 
sendo in pieno possesso^ e non potendo faimi 
presenti le vedute delP autore . Quindi non 
pretendo avere inserito questa nota in foima 
di obbiezione , ma di semplici dubbj , dubi- 
tando di poter dare in equivocò . 
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zero per la difTerenza che immediatamente la 
sieguc . 

caso dell’ aumento unico si presenta , 
come si è marcato » la considerazione isolata del- 
la prima diflerenza ; considerazione che come si 
è veduto , genera il calcolo delle funzioni deri- 
vate : e nel caso dell’ aumento replicato si pre- 
senta la considerazione de’ rapporti delle conse- 
cutive differenze fra loro , e colla fnnzione pri-, 
mordiate ; considerazione che forma il calcolo 
delle differenze. 

Questa maniera di considerare la generazio- 
ne de’ due calcoli in questione , sembra più re* 
gelare e simincU'ica . Tanto la generazione del 
primo, quanto quella del secondo presenta l’ idea 
di una derivazione . Nella prima le funzioni de- 
rivate ( coefficienti differenziali ) si tii*ano in 
una maniera costantemente uniforme 1’ una dal- 
1 altra contigua ^ come nella seconda se ne ti- 
rano le differenze , onde sarei tentato chiamarle 
differenze derìvate . Ma io trascorro rapida- 
mente e senza punto maturare su di queste idee , 
Mi contento dunque notare solamente che qua- 
lunque sia di queste due maniere di considerare 
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là generazione de’ due calcoli , sempre si va a 
parare al medesimo tcrmiac . Questa uotoziouo 
die potrebbe cadere in dubbio per quanto riguar- 
da solamente il calcolo delle diflerenze si vedrà 
ratifìcata col fatto , allorcbè traduccndo la gene- 
razione divisata in frasi tccnicbe se uc vedranno 
risultare le medesime foi-mole fondamentali . 

Considerata la generazione de’ due calcoli 
conviene ora fissarne le denominazioni . 

Una questione in anabsi suHime non può 
proporsi ebe il paragone , cioè il calcolo, di più 
differenze o di più funzioni derivate . Nel primo 
caso presenta colle sue condizioni una dipenden- 
za , cioè una funzione , fra quelle ; c nel secon- 
do, una fra queste . Il primo caso dunque di- 
pende dalla soluzione di un* equazione a diffe- 
renze ; ed il secondo, a funzioni derivate . Quin- 
di il mezzo strumentale oiule adempire all*- og- 
getto nel primo caso si è 1’ analisi delle funzioni 
a differenze ; e nel 'secondo , quella delle fun- 
zioni a funzionf derivate , ó in generale , delle 
funzioni derivate semplicemente , in quanto le 
funzioni a funzioni derivate sono aneli’ esse delle 
iuDzioni denvate . Le denominazioni proprie 

» 
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dunque che naturalmente fluiscono dui fondo del- 
la cosa pe’ due rami di analisi sublime in que- 
stione sono ; analisi delUi funzioni a differen- 
ze \ analisi delle Junzioni derivate ( de' coef- 
ficienti differenziali) . Ma l’analisi delle fun- 
iioni dipendenti dalle quantità componenti una 
questione , è come si è veduto , il mezzo di ri- 
spondervi , dell’ istessa maniera che il loro cal- 
colo ne è l’ oggetto finale ; duiKjuc non potendo 
siuonimizzarsi le due voci analisi , calcolo^ in 
quanto si verrebbe a confondere il mezzo col 
fine; COSI del paro non potranno le due men- 
zionate denominazioni usarsi in luogo delle due 
frasi : calcolo delle differenze., calcolo delle 
funzioni derivate . Possono i due rami della 
scienza , soggetto di perquisizion nostra , indi- 
carsi or col nome dell’ istrumento che usano , 
ed ora coll’ oggetto cui mirano ; e perciò segnar- 
si con entrambi le rispettive due frasi ; ma k 
une però non debbono riguardarsi come segnan- 
ti delle altre la medesima idea , 

Una classe di problemi meccanici e geo- 
metrici,, della natura specialmente di quelli che 
si dicono òjd massimi c minimi., renitenti alla. 

t 
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maniera ordinaria di vedere del calcolo difFereii- 
ziale (derivato), fecero conoscerne il bisogno 
di una nuova onde potervi rispondere ; e tor- 
turando lo spirilo , produssero una nuova ( in 
apparenza) specie di calcolo, di cui non so 
dispensarmi di far qui menzione , e il fondo 
discoprirne . 

Le condizioni di un problema in analisi su- 
blime sappiamo die tradotte in frase algebrica 
portano all’ equazione finale , per la di cui ana^* 
lisi derivata vi si risponde . Sifiatla aualisi può 
in due diversi modi considerarsi j 1’ uno suppo- 
nendo per 1’ intero periodo della questione , co- 
me abbiamo finora supposto , variabile la forma 
dell’ equazione , e costante la dipendenza cK’ esprir 
me -, P altro supponendole entrambe variabili : il 
primo caso , come è facile vedere , porta a 
risguardare.il camblamflnto di una delle varia- 
bili integranti P equazione come dipendente , su- 
bordinato al cambiamento composto do’ cambia- 
menti arbitrar) di tutte le altre ; ed il secondo 
a risguai’darli come tulli indipcndeuti P uno dal- 
P alilo , tulli come arbitrar) : in quello una delle 
Tariabili è sempre dalle altre dipendente, epperò 
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vi si tratta ddic funzioni a variabili dipendenti, 
ossia delle funzioni costanti ; in questo tutte 
indipendenti T una dall' altra, tutte indeterminate, 
epperò vi si considerano le funzioni variabili ; 
il |)riino costituisce la maniera ordinaria onde si 
vedeva il calcolo sublime; il secondo la nuova 
a cui si arrivò dopo molli e varj tentativi par- 
ticolari ; nuova maniera di' esser non può più 
semplice , perché fluente, come si è veduto, dalla 
semplice natura della cosa ; più generale, perchè, 
al dire di un sommo geometra , non designando 
alcuna relazione particolare tutte in se le com- 
prende : nel primo il cambiamento delle varia- 
bili si addomandava dijfferenziale , epperò il 
calcolo che ne considerava i rapporti calcolo 
tlijferenziale ; nel secondo per contradistingucrlo 
si disse variazione , e perciò il calcolo corri- 
spondente calcolo delle variazioni : quello, se- 
condo le nostre già esposte idee, prende natu- 
ralmente il nome di calcolo delle funzioni de- 
rivate ( de* coefficienti differenziali ) a varia- 
tili dipendenti , o delle funzioni costanti de- 
rivate {de* coefficienti differenziali delle funzio- 
ni costantif, e questo, il nome di calcolo d^le 
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funzioni derivate ( de* coefficienti differenziali^ 
a vaiiabili indipendenti ^ e delle funzioni 'va- 
riabili derivale ( de' coefficienti differenziali 
delle funzioni variabili fi quello finalmente non 
e in fondo un calcolo da questo distinto ; 1’ uno 
c 1’ altro non fanno che un solo e medesimo cal- 
colo , che nell’ insieme domandasi calcolo delle 
funzioni derivate ( de' coefficienti differenzia- 
li ) , calcolot derivaio ( dijf ^renziaìe ) come so- 
pra fissammo » * 

Ma ritorniamo da questa utile e quasi in- 
dispensabile menzione . Riprendiamo i due cal- 
coli delle diflereuze , delle funzioni derivate ^ 
che quasi rami dal tronco, stascqno dal calcolo 
sublime ^ 

Due questioni opposte fra loro e contrarie 
si possono proporre per ciascuno di questi due 
calcoli » 

Data una funzione scendere alla funzione 
diflerenza o derivata di un certo ordine . 

Data una funzione diflerenza o derivata dì 
un certo ordine risalire alla funzione primordia- 
le o primitiva .. 

Ecco le du& questioni delle quali intendo^ 
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parlare . ‘ - 

Dimque ciascuno de’ due calcoli iu alivi due 
si dirama ; cd è nel Icmpo stesso quasi tronco 
direi c ramo ; lionco , se si riporla a’ rami che 
stende ; ramo , se al tronco donde si stende . 
Quello di questi due nuovi rami di analisi , che 
corrisponde alla prima dello duo questioni , è 
diretto , perchè considera la cosa secondo la sua 
marcia diretta ; c 1’ altro che corrisponde , alla 
seconda è inverso in quanto la prende giusta il 
suo inverso sentiero . Quello dunque prende da. 
se la denominazione di c.alcolo diretto , e que- 
sto di calcolo inverso delle funzioni differenze 
o delle funzioni derivale . Ma ommetterò io di 
qui cennare la sempb'flcazione , di cui questa 
denominazione è capace , stante le considerazioni 
prodotte fin da due anni nel mio opuscolo sul 
nuovo algoritmo del calcolo differenziale ? No ; 
dirò dunque il primo calcolo delle differenze 
o delle funzioni deri\>ate , ed il secondo, cal- 
colo delle retro differenze o delle retroderiveUe. 

Quali saranno ora gli usi di questi due 
calcoli ? Ecco il secondo articolo di questo terzo 
argomento . 
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1 iDovrò forse , individualizzare lutti gli usi 
di cui son capaci , tutte le applicazioni cliOi se 
ne son fatte ? No ; non c possiljile nemmeno 
cennarle ip questo luogo . IMi basta dunque ad- 
ditarne COSI di passaggio e in generale il punto 
intorno a cui si collimano ; il menzioname qual- 
cuno rapidamente e di volo . 

Il pmito collimante degli usi , delle appli- 
cazioni delle quali si tratta, sono radicalmente le 
serie . L’idea delle serie è l’idea fondamentale 
a cui immediatamente o mediatamente rappor- 
lansi , liC serie sono l’oggetto di utilità più 
marcata che si propongono ; sono un mezzo an- 
cora onde si effettuano . Il calcolo delle diffe- 
renze , come suole attualmente vedersi , abbrac- 
cia 1’ idea delle serie a posteriori-, e il derivato, 
a priori : il primo ne usa considerandole nel 
fatto; e il secondo, nell’origine: quello suppo- 
nendolo prodotto e tentando di riconoscerne le 
proprietà; e questo generandole onde così disco- 
prirne quelle delle funzioni, che ne sono dirò 
il nucleo: il primo insomma considerandole in se 
stesse , e fondandosi sulle proprietà elio esse go- 
dono indipendentemente da’ loro rapporti con 
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alcuna funzione particolare; e il secondo partendo 
da «quelle proprietà di cui godono relativamente 
alle funzioni donde derivano . 

Quali sono ora gli usi del primo ? Dirò 
solamente die somministrandoci nel ramo si 
diretto che inverso delle formole si eleganti che 
semplici per la interpolazione » ci dà un istru- 
mento immediato, onde valutare con ispeditezza 
le funzioni circolari c logaritmiche di tanto uso 
nelle matematiche tutte v di costruirne le tavole 
tanto profìcue ed agevolanti nell’applicazione dei 
calcoli ; di determinare delle osservazioni inter- 
medie fra delle date distanti fra loro , onde cosi 
riconoscere della cosa il . progressivo, e non in- 
terrotto cammino ^ 

' Quali sono quei del secondo ? Diro . . . Ma- 
cosa dire potrò in poche righe di un soggetto- 
si vasto ! Cosa di preciso nell’ immenso suo-spa- 
uare ! Dirò dunque stragrandi^ senza limiti, 
infiniti : dirò in generale che la matematica clon 
mentarc vi trova delle salutari l'isorse : dirò che 
la U'ascendeute ha preso per esso nna nuova 
forma , vestito il carattere della semplicità, acqui- 
stato il nome di sublime : dirò che la mista si 
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ì! misurata fin ne’ più interni ridotti della natura; 
vi ha fatto delle grandi conquiste ; ne ha pene* 
trato gli arcani recessi di cui più. gdosa sem-* 
brava: dirò che la fisica ormai trionfa di tutti 
gli ostacoli da’ quali prima veniva ad ogni pas- 
so arrestata ; che signoreggiando trascorre ora 
sugli esseri che ci sono dappresso , ed ora su 
quelli che a distanze infinite Sovrastanci ; che il 
suo dominio estende da Un caldine all’ altro del- 
universo ^ demaifcandonc con una sola risorsa 
per COSI dire le leggi , dimostrandone con un 
solo principio i fenomeni : dirò finalmente , in 
forma di concliiusione, che 1’ Uomo colle forze in 
mano di Un tanto calcolo più che mai oggi di- 
spiega il suo grande impero sulla natura ; tutto- 
giorno la vince , la doma nelle sue resistenze ; 
che fino nel regno morale fa degli acquisti im- 
ponenti ; che della letteratura finanche determina 
il vero solido gusto , i veri masclij progressi » 
Kella contemplazione delle cose , secondo 
l’ ordine diretto e progressivo della ragione, dal- 
1’ ispezione si passa all’ osservazione ; dall’ os- 
servazione all’ esperimento , all’ analisi ; e quindi 
A’ sistemi , alle ipotesi. La ripetizione di Un 
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cambiamento sulle variabili componenti una fun- 
zione è un’ idea che immediatamente si presenta 
alla semplice ispezione della cosa : il quadi’o del- 
le differenze , che ne fluisce, comprende l’idea 
di paragone ; c perciò non dipende dalla ispe- 
zione sola della cosa, ma suppone un atto espres- 
so e formale dì osservazione sopra di essa : 1’ c- 
same infine di una differenza isolata abbraccia 
ancora l’ idea di analisi, e può estendersi fino a 
quella di sistema, d’ ipotesi . Guai-dando dunqua 
la cosa con ocebk) filosofico , la considerazione 
delle differenze consecutive sembra che abbia do- 
vuto pria dell’ esame analitico della differenza 
prima di esse , presentarsi alla contemplazione 
dello spirito : rpiindi l’ invenzione del calcolo del- 
le differenze , che a quella considerazione si rap- 
porta , sembra aver dovuto precedere quella 
del calcolo delle differenze finite , che a questa 
esame si relaziona , e da cui l’ ipotesi degl’ infini- 
tesimi tirò immediatamente l’ infinitesimale , Ma 
lo spirito umano per trista e naturale sua con- 
dizione non va che sempre incerto [e confuso 
nelle sue ricerche; uè mai per la verità diret- 
tamcntC' cammina : a gradi vi si avanza, poggiando. 
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r uno all’ altro i suoi passi , ma non con pro- 
gresso regolare c continuo ; uno ne dà , ed in 
esso sulle ricerclie si ferma , e a contemplarvi : 
al secondo s’ inoltra , c retrocede sul proprio 
cammino : ipotizzando travia dal segno ; cade 
nell’errore-, e si rialza ; e dopo molti andirivie- 
ni , vacillamenti , e cadute , ai-riva finalmente a 
toccarlo . Cosi nel caso nostro ; supposto un 
cambiamento nelle variabili di una funzione se 
ne dedusse immediatamente la differenza tra essa 
e lo stato suo vai-iato \ si restò a contemplarla , 
ad esaminarla -, si analizzò ; si scompose ; c con- 
li-o l’ ordine delln ragione si . produsse il calcolo 
delle differenze finite e il differenziale in prefe- 
renza di quello delle differenze . 

L* applicazione immediata alle piìi ardue 
complicate questioni della geometria , animata , 
per lo spirito di disputa scientifica allora domi- 
nante y dalla voglia di presto rispondervi y non 
Facendo passare agli ulteriori auménti di cui era- 
no capaci le variabili nella forma variata della 
funzione , nò travedere facendo i vantaggi clie 
se ne poteano ritrarre in quanto alle serie e sue 
conseguenze ^ fe coltivare quello pria che a que- 

9 
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sto dala vita si fosse . E la facilità onde si so- 
etcnea l’ offensiva e difensiva di quei conflitti 
scientifici , siccome la prontezza e semplicità 
ond’ eseguir si poteano le ricerche più sublimi e 
difficili , sono state cagione che T infinitesimale 
abbia fatto de’ progressi rapidi e grandi ; e che 
quello delle differenze finite , che lo produsse , 
e a cui in fondo ridneesi quello delle differenze, 
sia pressoché nel suo nascere , e n«Uo stato 
dell’ infanzia . 

Dovendo marcare dunque i progressi, terzo 
articolo del terzo argomento in cui siamo, dei 
divisati due calcoli, dovrei incominciare, giusta 
la realità della cosa , da questo per indi a quel- 
lo passare . Ma la ragione è stata la mia guida 
fin dal principio di questo discorso : dunque se- 
guendo l’ordine da essa segnato, scorrerò rapi- 
damente dal primo al secondo •, riservandotai ad 
osservarne il contrarlo, allorché verrò, il quadro 
a delineare del sistema di lezioni onde dettar c 
si devono . 

La prima idea delle differenze finite non si 
travede che negli scritti di Fermai e Barow , i 
quali histituendovi le loro ricerche sulle tangen- 



Digitized by Google 




)( 6? X 

li delle curve gellavano le prime fondamenta del 
loro calcolo . Il metodo dilferenziale di Leibni- 
zio si crede dalla considerazione di esse oriundo: 
c quello delle flussioni di Newton non vi ba 
dubbio clic ne U’asse 1’ origine . Ma Taylor, 
del Newton degna discepolo , fu il primo che 
di questa calcolo sì formasse un particolare og- 
getto di considerazione ; clic di proposito vi si 
fosse dato ad in tendere ; e elio se nc conside- 
rasse perciò come l’ inventore esclusivo . Nicole, 
Emerson dietro alle Iraccie di Taylor vi diedero 
più chiarezza , piu metodo cd era riservato 
al vasto genio dell’ Eulero il darvi un’ estensione 
maggiore , il proporla sotto la nuova luminosa 
veduta, in cui si è da noi presentato, in cui dai 
moderni tuttora sì vede, in cui si son fatti p si 
ninno de’ grandi accrescimenti e progressi . La- 
grange , Condorcet , Charles , I>aplace vi si sono 
distinti, specialmente nel ramo inverso e nelle 
sue applicazioni alle serie e progressioni nume- 
riche , ove, al dir di Montucla , l’ utilità vi è 
maggiormente marcata . E Laplace alfine lo ha 
ingeguosanicnte non ha guari applicato alla doU 
trina delle probabilità ^ e ne ha fatto così 
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isti'umento cade fissare la certezza fra le incer- 
tezze , divinare i casi fortuiti , penetrar 1’ av- 
venire . 

Qual’ epoca oramai rianderemo per iscopri- 
re il primo seme del calcolo derivato , die dalle 
mani del suo primo inventore usd sotto il no- 
me d’ infinitesimale ? Rispondo : quella dal P. 
Cavalieri della compagnia di Gesù . Questo dot- 
to ministro del Dio vivente oltre lo studio dei 
libri santi coltivò le scienze esatte , c nella sua 
geometria degl’indivisibili ci tracciò di questo 
calcolo i primi lineamenti . Egli considerando , 
dietro un’ idea fuggitiva che ne avea dato Kepleroj 
i piani come una successione indefinita di linee, 
0 i solidi come una successione di superficie l’ una 
all’ altra sovrapposte, preparò il materiale che con 
delle viste più aggiustate fu poscia impiegato al- 
1* erezione dell’ edificio , cioè Venne l’ invenzio- 
ne a produrre de’ cosi detti nuovi calcoli . Alla 
successione indefinita "^di indivisibili linee per 
comporre i piani , indefinita di piani indivisibili 
per formarne i solidi , successe quella, metafisi- 
ca sempre ma più al rigor geometrico conforme, 
d’ infiniti rettangoli d’ infinitesima altezza , d* in» 
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fiaite sczluni tl’ lafinitesima grossezza ; eppera 
all’ idea degl’ indivisibili segui quella degl’ infiui- 
tamentc piccioli . Roberval, autore di quest’ ul- 
tima idea , suppose ancora le curve come de’ po- 
ligoni infìnitolateri ; con tali ipotesi osò atten- 
tare , in una maniei-a più decisa del Cavalieri , 
alle barriere dell’ alta geometria ; e venne a trac- 
ciare il piano , a delincarvi 1’ elementari vedute 
su di cui si è fondata sino a quest’ ultimi tempi, 
e si fonda in ultima analisi forse forse tuttora, il 
metodo della rettificazione e quadratura delle cur- 
ve , della cubatura de’ solidi . Fermat risolvè da 
cauto suo le questioni medesime ; ma Roberval 
e Fermat non si arrestarono a ciò . Spinsero es- 
si più innanzi il passo ardito del genio loro ; e 
l'endettero degli utili c più pressanti servigj alla 
scienza . Il primo suppose le curve come gene- 
rate dal flusso di un ponto , che risguardò come 
animato da due forze accidcratrici angolari dipen- 
denti dalla speciale natura della curva ; immagi- 
nò sulle loro dilezioni un paralldogrammo che 
avesse le celerità per lati contigui ; considerò la 
direzione composta' del punto fluente come tan- 
gente alla curva; prese. per principio fondamen- 
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tale, che la vdocilà composta di esso coincides. 
se colla diagonale ; e partorendo cosi l’ idea tan- 
to feconda di utilità nell’ odierna scienza del mo- 
to , del parallelogrammo delle forze, fondò sul- 
la determinazione della diagonale il suo metodo 
generale di tirar le tangenti alle curve si mec- 
caniche che geometriche. Il secondo concepii’ idea 
delle differenze finite ; vi applicò il calcolo alge- 
brico , che diresse all’ oggetto medesimo di con- 
dur le tangenti, c nel complesso de’ suoi divisati 
travagli diede un forte impulso all’ invenzione 
del metodo differenziale di Leilniizio . Barow im- 
maginò il suo triangolo differenziale •> ed usando 
1’ analisi per assegnarne delle parti i rapporti , 
venne a perfezionare il metodo di Fermat , e ad 
insegnare non solo a tirar le tangenti » ma le 
suttangenti eziandio, in una maniera più elegante, 
scmplice,regolare , e presso die generale . Ma la 
gloria di guadagnare la palma non era per Barow. 
Restavagli ancora un piccolo passo ; quello di 
estenderlo alle curve complettenli radicali, c 
così renderlo a tutti i casi , e farlo universale . 
Era riservata a Leibnizio cd a Newton la sorte 
di raccogliere il frutto di tanti sudori . Sì : era 
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ad essolorO riservato l’ avanzare non solo il passo 
completante , che la teoria cartesiana sugli espo- 
nenti rendea pur troppo facile , ma il rappresen- 
tarne eziandio le idee con un algoritmo unifor- 
me e generale , ma 1’ esprimerlo colla frase di 
una sola ed unica formula , ma 1’ espedirne degli 
altri usi infiniti , a cui non si era sino allora 
attentato : era ad esso loro riservato, dico , il 
perfezionare sino allo scrupolo il metodo barowia- 
no delle tangenti ; il vestirlo de’ caratteri del- 
r unità , della generalità , del sublime ; il pre- 
sentarlo sotto il vero e grandioso suo aspetto : 
era finalmente ad cssoloro riservato il nome glo- 
rioso di coinvenlori del nuovo calcolo , che nel 
suo nascere si fe vedere sotto l’aspetto di me- 
todo delle tangenti , e non comparve che il noc- 
ciolo , il quale tratto tratto ingrossandosi con 
nuovi sovrapposti strali divenne quel corpo pro- 
ceroso che oggi rimirasi . Ma l’ esattezza , la per- 
fezione dell’ inventato corrisponde forse all’ utilità 
dell’ invenzione ? L’idea degl’indivisibili del Cava- 
lieri che con espressione più manifesta possiamo 
dire degl’ infiuitameu(c piccioli , innestata sulla 
considerazione delle differenze iiaite di Fermata 
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germoglib quella differenziale di dherso ordi-^ 
ne nelle mani di Leibnizio ; eome P idea della 
velocità di un punto fluente di Roberval , soste- 
nuta da quella delle prime cd ultime ragioni, 
produsse per le mani di Newton quella dello 
flussioni . Gl’ infinitamenle piccioli dunque costi- 
tuiscono il principio fondamentale del metodo 
leibniziano ; e la velocità di un mobile ridotta 
ad un algoritmo di calcolo , quello del newto-^ 
niano . Quelli non sono considerati che come 
quantità minori di qualunque quantità assegna- 
bile, come evanescenti da un ordine all’altro ; 
e perciò non presentano che un* idea astratta , 
che un’ipotesi tutta metafisica; questa, o per 
meglio dire , 1* idea delle prime cd ultime ragio- 
ni , che resa scnsilrile col mezzo delle flussioni, 
serve di base al metodo newtoniano, non è che 
un’ idea del rapporto fra quantità , le quali na- 
scendo insieme o insieme svanendo arrivate so- 
no al primo o ultimo istante della loro esistenza; 
idea che non sapendo concepirsi colla mente co- 
sa sia di reale , costituisce un’ ipotesi egualmente 
metafìsica. L’invenzione dunque di cui si tratta 
non posa su di una base certa e stabilita; ma 
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su di una ipotesi iutelleltualc ed astratta ; su di 
una ipotesi , dice Ligrange , della quale 1’ errore 
viene compensalo o raddrizzato nel progresso dei 
calcoli dalla soppressione de’ dilTercnziali degli or-» 
dini al primo superiori . L’ inventato dunque man- 
ca de’ caratteri di quell’ esattezza e rigore che so-^ 
no degni della scienza a cui si appartiene . 

Eulero, Dalembcrt convinti dell’instabilità 
fondamentale del nuovo calcolo si diedero a fon- 
darlo su di una base più solida . L’ idea dei li- 
miti , ombreggiala nell’antico metodo dell’esau- 
stioni , fu da cssoloro applicata all’ oggetto . Fc- • 
cero essi vedere con delle applicazioni particola- 
ri che le diiferenze supposte infìnitameule piccio- 
ne si debbono risguardare come degli zero asso- 
luti ; clic il calcolo in questione non intende di- 
rettamente 'alla di loro ricerca , ma a quella dei 
di loro rapporti, i ‘quali ,' giusta il primo, rapi 
presentano i rapporti delle stesse quantità svani- 
to che gli zero rimpiazzano, e giusta il secondo, i 
limiti de’ rapporti delle stesse diiferenze finite o 
Indefinite . Or come formarsi un’ idea chiara e 
precisa delle quantità che 'cessando di esistere 
conservino ancora un rapporto ? Cdlle leggi forse 

IO 
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Ji couliiluilà di 'Carnot ? £ come mai cauc^Ire 
F inflacnza della continuità sugli ènti di ragione, 
quali sono lo quantità matematiche di cui si ti-at- 
ta? fiisogna dunque concliiuderc con Lagrangc, 
die 'l'idea di quei due insigni geometri, quantun- 
que giusta in se stessa, ùou è abliastauza chiara 
onde possa servii’e di fondamentale principio ad 
una scienza di cui la certezza deve essere sull’e- 
videnza fondata , Quindi il nuovo calcolo non o- 
slante la divisata idea dell’ Eulero e Dalemlicrt , 
nonostante il pezzo coronato in Bei'lino , con cui 
Lhuiller sulle rovine dell’ inimito pretese stabi- 
lirne il regno, [nonostante le scrupulose jierqui- 
sizioni di Cusin per assodarlo ed estenderlo , re- 
stava tuttailora privo di una metafisica soda 
diretta . Era Lagrange che doveva a ciò oltremo- 
do supplire: ed era il 1772 l’epoca di si mar^ 
cato avvenimento . Questo tanto uomo in una 
memoria fra quelle 'déU’ accademia di Berlino ci 
iilicdc a divedere che i priucipj del calcolo djfFe; 
rcDzialc andavano indipendenti dalla considera» 
zione dell’ infinito ; che vantavano una natura 
tutta analitica ; e che sol dipendevano dallo svi» 
luppo delle funzioni in serie . Ci dimostrò eoo 
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^este' tflétite iV tecjrema di Taylor^ inconsidera- 
to come il principio tecnico di questo calcolo , 
e sino allora dimostrato’ o col soccorso dell' i- 
stcsso calcolo o degli inimitesimi . Ci convinse 
della derivazione nhiforme dell’uno dall’altro 
contiguo de’ suoi coefficienti, che ,nei sono la 
materia prima. ' ' 

Arhogast profitta di queste idee; l’ espone 
con degli sviluppi ed applicazioni, dicagli ap- 
partengono in una memoria presentala all’ acca- 
demia di Francia ; vi slahilisce i metodi delld 
reltifkaz’oni , quadrature, ec. ; ed illustra coi' 
c perfeziona la parte geometrica del .calcolo ia 
questione . Alcune ciicostanze particidari Lar 
grange <rJchiàmano sulle medesime idee : ed ecco 
die comparisce la teoria delle finzioni analitiT 
che; opera ■ originale , monumento saaro' pei’l’ar 
natisi ' dpwa , dte ‘ tende • a produrre n»ba < 'vttolur 
zione 'ueb linguaggio (fondamentale', ‘^come un» 
ne ha prodotto ne’ suoi principi ; > operai in .ctq 
l’autore ‘non solo intende a coridbmiàre con; nuo- 
"Ve riflessioni, ed ' aj^neralizzai'e de >ne jwkne 
Idee, ma ad arricchire eziandio di innovi >meto- 
di la teoria delle trasformazioni analitiche , a da- 
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re alla soluzione de’ principali problemi di -geo? 
mcti'ia c di meccanica il rigore delle anticbe di- 
mostrazioni •, opera finalmente che segna lo sta- 
to presente de’ progressi della metafisica di que- 
sto calcolo, e che può contribuire c promuover- 
ne gli ulteriori, se il tempo riconoscere ^ vi farà 
il bisogno di una maggiore esattezza , di un mag- 
giore perfezionamento . 

I progressi di cui si c parlato finora non 
hanno rapporto clic al principio metafisico del 
calcolo in questione . Quindi per compimento 
di questo articolo del tei‘zo assunto ai-gomeuto 
resta a parlare di. quelli che riguardano i meto- 
di tecnici di cui va composto . Un’ istoria pai- 
ticolarizzata sopra di ciò troppo a lungo ci re- 
cherebbe : e r estensione di questo scritto non 
permette ch’io entri ne’ suoi si minuti dettagli. 
Ne farò dunque un cenno volante , limitandomi 
alle notizie le più marcate, cd alle circostanze 
'che più interessanti rassembrano . Vi farò uso 
dell’ antico linguaggio , non potendo mcnzicmamc 
i progressi die coUe frasi onde divisale si sono, 
e di cui si serve l’istoria . ♦ 
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L* Alemanno geometra aperta nel 1684 col 
9UO metodo diiTcrcuzIale la cairiera della nuoVA 
analisi ^ c gettate nc' due auni appresso con due 
direi'sc produzioni le fondamenta dui metodo in> 
verso , cioè dell’ integi’ale , vedendo aLJiandonato 
il campo clic essa presentava alle concpiisic sul- 
la geometria sino allora inaccessibili , propose al- 
la lizza il problema sulla natura della curva iso- 
crona , onde scuotere i geometri del secolo , e 
portarli alla tenzone . Egli sempre in piede nel- 
la dotta arena vi aspettava de’ compagni onde , 
riiineiido delle foi’ze , sostenervi l’ azione con più 
vigore c successo . Newton , Ugenio , i fratelli 
Giacomo e Giovanni BernouUì , l’ Hopital , e fa- 
ina’ altri furono i primi a compartirvi . Ma i 
Bcrnoulli però furono quelli che un attacco ge- 
nerale vi diedero , che vi si distinsero , che dei 
continui e segnalati trionfi ne riportarono . Per 
mano loro i due calcoli vengono rapidamente ad 
ingrandirsi ed estendersi , e la geometria a ve7 
dere grandemente slargati i suoi per sino allora 
ristretti confini . Taylor intanto vi prende un po- 
sto onorevole. L’Eulcro acquista' fin dalla suaa- 
dolcscenza un seggio distinto fra i geometri più 
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vinomaii del tempo . Per essoliri k scienza' una 
rivoluzione riceve in tutte le sue provincie ; in- 
velila , scopre, innova , riforma dapperlutto ; non ,, 
avvi cohosciHiza dello scibile matematico, di cui 
■Ci^li non ne abbia o gettato le basi , o riempito 
le Incline, oriparàlo i difetti, o esteso i limiti ; e 
più di trenta opere grandi e complete, secondo il di 
hvi apologista ConJorcct, con sctteceuto memorie, 
èlle l’ inestimabile tesoro racchiudono de’ suoi im- 
mensi travagli , formano nel catalogo della scienza 
ràla parola Euleì'o un interminabile articolo . 
Nel mentre che il geometra di Basilea fa la glo-< 
ria deir Europa intera , anzi oso dire di tutto il 
genere umano , e della natura stessa che sembra 
a tal oggetto avterlo prodottoj Fontainc , Clairaut, 
Condorcet , e Dalembert specialmente, sosimgo» 
no l’ onore della Francia lor patria comc geome- 
tri di primo ordine ed originali . Lagrang# , o- 
nore e gloria del nome italiano , diviene fin dai 
primi anni della sua- gioventù emulo de’ più. fa- 
mosi geometri del secolo : .e se non può liv'cl- 
larsi coll’ Eulero , cui fu contemporaneo insieme 
e Successore nella carriera pel mimero ed> esten- 
sione delle opere, gU si può assegnare in essa p«- 
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lù iw vango vivalo , per la filosofia e suLliuiiti 
delle sue ricerche , per la generalità delle sue ve- 
dale , per h scoperta di due nuovi calcoli , pigr 
la novità di lauti c tanti metodi si generali clic 
originali , di cui tutte le parti ha arricchito del 
sapere analitico . Legendre finalmente , Monge , 
Laplace , Charles , ed altri tanti di questi c dei 
passati tempi , eh’ io tralascio per farmi breve , 
non han mancato di potentemente concorrere al- 
r ingrandimento della nuova analisi con tante glo- 
riose conquiste da essoloro operate sull’ algebra, 
sulla geometria , sulla fisica . 

Dietro a quest’idea rapida e fuggitiva de- 
gli óomini illustri die hanno co’ loi-o sudori con- 
ti'ibuito a’ progressi de’ nuovi calcoli , conviene 
che si passi ora a far cenno della specialità di 
questi progi-essi . Lo farò trascorrendo $enipr« 
^i volo sulle idee copcerpenti , pndc.jCfìs'i ri&petr 
tare i limiti che dalla .natura s(,es^ della cosa 
vanno al jWiio lavoro prescritti^ 

In due classi possono dividersi i jjj^lrnii 
che si rapportano alla nuova addisi . Ve ne souo 
di quelli y, che non dipendono se non dal meto- 
do diretto.SQh^eplo, j, .cioìj dal calcolp cli^q-cn- 
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c ve ne sono degli altri, clic all’ inverso 
si rapportano , cioè all’ integrale . Quelli della 
prima classe tradotti in frase algebrica danno 
dell’ efjuazioni differenziali , dalla di cui analisi 
dipende immediatamente la cosa , ebe vi si cer- 
ca j laddove in quelli della seconda , la quantità 
domandata non dipende immediatamente da co- 
siffatta analisi , ma ricerca inoltre la previa loro 
iiitem’azionc i somma difficolta elio si incontra 
nella soluzione di questi ultimi pi-oblemi, per cui 
sovente riesce ‘ impraticabile , spesso appoggiata 
a tentativi e dalla perspicacia dell analista sol 
dipendente . I più famosi fra i primi sono il 
problema de’ massimi c minimi , e quello de’con- 
tatti ; fra i secondi , il problema dell’ integra- 
zione deir equazioni differenziali è quello onde 
tutti dipendono . Mettendo da parte i soggetti 
meno distinti , mi darò a presentare in una ma- 
niera sempre ragionata e filosofica lo stato at- 
tuale de’ progressi di questi problemi, che quasi 
comf^^ono e costituiscono quello de’ progressi 
dell’ intera scienza . ' 

I. Se le variabili' componenti un» funzio- 
ne passano per tutti i gradi di grandezza, i vfr- 



Digitized by Googl 



)(8*X 

lori che ne risultano per la funzione possono 
sempre crescere q sempre decrescere in infinito; 
possono da crescenti divenir decrescenti , e vice- 
versa ; possono crescere e poi decrescere , torna- 
re a crescere e ritornare a decrescere, continua- 
re decrescenti o ricominciare a crescere, e cosi 
di seguito . Quindi avviene che nella serie di 
cosiffatti valori ve ne può essere uno che sia il 
massimo o il minimo fra tutti ; che questo valor 
massimo o minimo può essere nell’ islcssa serio 
replicato ; eppcrò che può esistere un massimo 
o minimo fra i più massimi o minini che posso- 
no in essa av'cr luogo . Questo è il problema 
de’ massimi e minimi preso sotto il punto di vi- 
sta il più generale, e considerato colla pura a- 
nalisi . La determinazione del massimo o minimo 
valore indicato, o quella dei più massimi o mi- 
nimi che possono darai , e' del massimo 'O mini- 
mo fra essi, è l’oggetto a cui tende la 'sua so- 
luzione . . ■ 

Si è sopra rimarcato che la funzione nel- 
r atto dol suddivisalo passaggio può rimanere co- 
stante o variarle; circostanza che divide in duo 

parti il problema di cui si parla . L’epoca , io 

li 
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cui' le questioni elle corapougona U prima parte 
iiuouùnciaronsi a trattare col nuorvo calcolo , ri- 
sale all’ mvenzione del calcolo stesso. Leibnizio 
ne risolvè una nri pezzo medesimo ove rese 
pubblico il suo metodo differenziale. Nella fa- 
mosa lotta poi de’^ fratelli BeraouUi si ha il pri- 
mo esempio di quelle clic si comprendono nella 
seconda : 'Giacomo propose e risolve il problema 
degl’ isoperimetri , che ad essa rapportasi . I me- 
todi onde oggi si risolvono si le une die le al- 
tre sono airivati a prendere la veduta della mas- 
sima generalità , e lo stato direi della maggiore 
perfezione . li’ Eulero si c in questa carriera di- 
stinto . Ma non ne dobbiamo che a Lagrange il 
colmo de’ progressi . 'I critei^ onde distinguere 
nelle prime il caso dd massimo da quello del 
minimo per le funzioni ad un numero qualunque 
dr variabili non li dobbiamo ancora die a lui ’, e 
il cakolo , che risohre le seconde , detto m se- 
guito dall’ Eulero delle variazioni, non si deve 
db’ esdusiviMcncnte allo stesso . 

11. Per conoscere i sintomi del cammino di 
una qualunque siasi curva uopo è che si abbia- 
no de’ punti di rapporto su de’ quali fondare . Ec- 
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co il bisogno (li pàragonare la curva , di cui si 
Tuoi riconoscere U progresso , con una certa 
altra curva. La ricognlaione proposta dunque gui- 
da al paragone di dne curve fra .doro ; pai*4f^ 
gone die per riuscire più facile , semplice 9 
pronto , fa che le curve si rapportino alle medef» 
«ime coordinate, ed alla < laedesima edgine delle 
ascisse . 

Le curve variano in ogni punto la direzi» 
ne del loro cammino . Quindi quelle déU’ iudl» 
calo paragone possono trovarsi in tre casi diversi 
1’ una rispetto' all’altra : i** pocKouo toccarsi^ sqk 
làmcnle in un punto : possono nei toccarsi 0 ^ 

ziandio inlcrsccarai 3;° poisono fiualmente pas- 
sare 1* una al di sopra deli’ altra senza che ne ar* 
Tenga alcun incontro particolare . 11 cammino 
comparativo delle due curve non può in quo* 
ai’ ultimo otso prmentaici 'alcunmci]:cottaQaa.6pch 
ciale., perchè ciascuna vi si(^e il suo propria 
senza ; interessare quello deU’jdsra . Negli altri 
due però si ha -nn punto «degno di considcrazio» 
nej punto die gode doHet proprietà rimarchevo- 
li', che si dice «punto ìK contatta eehenelpri- 
mo caso .potrebbe, dirai semplice^ e afd secondo 
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misto , in quanto accompagnato dall’ intersezione . 

La ricerca di questo punto c delle sue pro- 
prietà c l’oggetto, che si propone il problema 
de’ contatti di cui si b atta ; contatti che sono di 
diversi ordini; diversità che dalla natura relati- 
va delle due curve dipende. 

Il metodo delle tangenti non mira che . al 
caso più semplice di questo problema , . che al 
caso dico del contatto di primo ordine . Quindi 
il, problema in questione non sorse a nuova vi- 
ta , come quello de’ massimi e minimi , ne’ nuo- 
.vi calcoli,; anzi fu esso l’argomento onde inno- 
vi calcoli vennero ad essere . La teoria che lo 
considera in tutta la sua estensione si è tratto 
^tratto formata , accresciuta , generalizzata , perfe- 
zionata; ed oggi sembra aver preso il massimo 
, punto di vista della più ampia generalità , pun- 
to che ha principio e fine nella considerazione 
delle serie. Questa teoria ci fu data; per la pri- 
.nia volta" da Lagrange indipendentemente dalla 
considerazione ^dell’ munito , mostrandone egli il 
.vero che;. ma fu Arbog.ist in una memoria pre- 
, sentata all’ Instituto di Francia il primo a tirarla 
teorema delle funzioni derivate. Essa si &• 



■X 



Dlgitized by Google 




)(C5)C 

stende a tutte le ricerche che propor si possono 
sul cammino di una curva; teoria ancora coni- 
spondentemente applicata alle curve a doppia cur- 
vatm’a, alle superficie curve. Le ricerche delle 
tangenti, come sopra ccnnai, delle osculazioni e 
dell’ evolute , de’ punti multipli, delle inflessioni, 
de’ regressi di entrambe le specie, de’ rami infi- 
niti , degli assintoti , non ne sono che una mera 
applicazione, che una semplice conseguenza . E 
il metodo onde valutare le funzioni che in certi 
valori particolari delle variabili si presentano so t- 
to l’ aspetto indeterminato di zero diviso per ze- 
ro , e che dobbiamo a Giovanni Bernoulli , es- 
sendone un argomento necessario , può conside- 
rarsi ancora come un soggetto di essa integrante . 

III. Gli andamenti dello spirito umano non 
sono diversi dell’ ordinario relativameiltc al pro- 
blema di cui si • incomincia a parlare . Incerti vi 
«ono sempre , irregolari , interrotti : ed un passo 
dato nella sua soluzione giammai siegue per co- 
si dire la legge di una continuità ragionata rap- 
porto al precedente . Quella specie di giostra let- 
teraria , aperta ne’ primi periodi del nuovo cal- 
colo fra i geometri,' faceva immaginare e propor- 
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re de’ problemi , onde si davano in esso quei 
passi cUc ne interessavano la soluzione, e che ne 
riuscivano possibili e pronti . La geometria a due 
dimensioni presenta all’ analisi de’ soletti più frC'^ 
quenti , e più facili a trattarsi di quella a tre : 
quindi 1’ ùitegrazione dell’ equazioni diiferenziali 
binoTariubili dovette preceder quella delle ter- 
novariabili : anzi la prima è quella che solo ba 
fatto un qualche progresso , sebbene ristretto sem- 
pre , irregolare, ed ancora a tentativi appoggiato,. 
Kon si è omesso frattanto di slanciarsi sull’ equa- 
zioni ad un maggior numero di variabili ; ma 
poco ci siamo avanzati sinora a questo riguardo . 
E la soluzione generale del problema deli’ inte- 
grazione dell’ equazioni dilferenziab non è fra le 
nostre vicine e lontane speranze . L’ esposizione 
rapida dunque in cui entro , non potrà confor- 
marsi in generale al piano che la- ragione ci se- 
gna. I passi del fatto vanno senz’ordine e sono 
interrotti : nè se ne può raddrizzare il progres- 
so , e riunirli in un tutto per rilevarvi filosofica- 
mente e in generale lo stato presente della scienza . 
Tenterò dunque , per quanto potrò eseguirlo, per 
l’ equazioni a due variabili nou mancando di cea- 
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nare all’ occorrenza i pochi avanzamenti die sì son 
fatti sulle altre ad un numero maggiore di esse , 
L’ citazione differenziale , che risulta dalle 
condizioni di un certo problema, può cadere in 
due casi. L’uno in cui le variabili si ti'ovano 



separate ; l’ altro , in cui sono frammischiate . Il 
primo è il più semplice , è sempre risolubile e- 
sattamente o per approssimazione : il seconde , 
più complicato, è sovente ad inutili tentativi cir- 
coscritto . Consideriamo dunque il primo , per 
poi venire al secondo . 

Un’equazione separata è un’equazione com- 
posta di due termini ; e la sua integrazione non 
si riduce che a quella di una funzione ad una 
variabile ; ecco il bisogno, epperò rorigiue delle 
weerebe su di quest’ ultima specie d’integrazio- 
ne ; ed a cui si applicarono i prinal geometri 
della nuova analisi . 



Qualunque funzione non può essere compo- 
sta che dalle funzioni semplici , di cui se ue co- 
noscono gl’ integrali , sottomesse variamente alle 
operazioni fondamentali dell’ algebra . Quindi il 
tutto si riduce ad usare sulla funzione proposta 
delle trasformazioni tali onde ridurre immediata- 
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raenlo o mediatamente l’ integrazione a quella 
conosciuta delle funzioni componenti . Ma non 
si conosce a far ciò un metodo generale : onde 
si h cercato di attaccare la cosa per vie partico- 
lari . Si sono classificate lo funzioni : si sono di- 
stinte in algehriclic , c trascendenti ; quelle in ra- 
zionali ed irrazionali, o queste in circolari, esponen- 
ziali e logaritmiche : si è tentato per ciascuna 
in particolare un cammino; e questo nemmeno 
è riuscito generale ; nè si è si bene avanzato : 
onde si è sovente costretto ad avere tuttora pi- 
e-orso all’ approssimazione , ed usar dello serie , 
Le ricerche della quadratura delle curve a 
semplice curvatura, come della loro rettificazio- 
ne e di quella delle curvo solide , come della 
cubatura de’ solidi di rivoluzioue e della quadra-; 
tura delle loro superficie , non portano che a del- 
le funzioni differenziali unovariahili . Quindi co- 
siffutto ricerche della geometria a duo ed a tre 
dimensioni rientrano nella specie d’ integrazione 
di cui si vien di far cenno : epperò l’ integrazio- 
ne delle funzioni unovariabili può ridursi e farsi 
dipendere dalla quadratura c rettificazione del- 
le curve . L’ analisi cU cotali ricerche indipendente 
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dalla considerazione dell’infinito la dobbiamo al« 
la teoria delle funzioni analitiche di Lagrange ; 
sebbene Arljogast l’ avea diggià data con quella 
de’ contatti nella memoria presentata all’ Instituto ' 
di Francia . 

Il problema generale della cubatura de’ soli-' 
di, e della quadratura delle loro superficie, esi- 
bisce delle funzioni diilerenziali dipendenti da 
■due variabili, le quali, per essere sommesse ad 
una certa tale condizione , si integrano co’ me- 
lodi stessi delle unovariabili ; quindi la loro so- 
luzione rientra nella dipendenza della medesima 
specie d’ integrazione . 

Ma passiamo al secondo caso pib compli- 
cato ed esteso . 

La soluzione del problema della catenaria , 
proposto da Giacomo Bernoulli , fissa la vera e- 
poca , in cui 1’ analisi dell’ equazioni differeuziali 
acquistò un carattere fisso e determinato . Sino 
••1 1734 non se ne conesceano che de’ metodi 

\ V . 

nicramcnte particolari . E la loro teona non an- 
dava fondata che su di una specie di tentativo ; 
essendo per sino allora tanti i metodi particola- 
ri , quanti i casi che si erano presentati,’ 

1% 
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L’ efjuajtiòni diUcreuziiili si dividono in or- 
dini . Quelle del primo ordluo , caso il piu U\il- 
tabile e semplice,, sono siate le prime a prcsen-' 
tarsi >. ad essere IruUule cd a far de’ progressi . 
Kon si è mancato di trattare (jucUe del secon- 
do ; si è cercato con delle trasformazioni op- 
portune di ridurle al primo ordine : ma sopra 
ài ciò nem ci troviamo troppo avanzati . Si è: 
tentato, ancora di inoltrarsi in quelle degli ordi- 
ni maggiori; ma in pochissimi casi visi è riu-, 
scilo 1 sinora con felice successo . E la soluzione 
generale del problema per l’ equazioni di tutti 
gli ordini non ha dato che per le lineari soltan-^ 
to un qualche picciolo passo . 

Un’equazione difTerenziale , che le condizio- 
ni di un corto problema esibiscono , può essere 
o no il risultato immediato della difTcrenziazionc 
dell’ equazione primitiva , a cui si propone di ri- 
salire coll’ integrazione . Nel primo caso non si 
ti'atta che > di scoprire il metodo onde immedia- 
tamente elTcttuire il divisalo ritorno ; laddove nel 
pecondo vi è duopo prima una preparazione , 
Ecco il bisógno di un metodo onde riconoscere 
in tuUiii casi)Se la proposta equazione sia o no 
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nim 'diffcrétiilale esatta . QUrstè metodo , il di 
cui bisogno dorcasi assai di buonora presentare al- 
lo spirito , rimase per lungo tratto di tempo sen- 
za ricerche, e 1 ’ integrazione dell’ e(|uazioni trat- 
tata sull’incertezza della possibilità di potersi -ef-- 
fettuirc . L’ Eulero fu il pi iitio a darci tiella suà 
meccanica il primo saggio di questo metodo gB- 
noralc; metodo ch’egli estende inseguito, eco- 
manica senza dimostrazione a Condorcet . Questi 
lo dimostra c lo generalizza; ma nOn ne dobbia- 
mo che a Lagrangc il perfezionamento , la di cui 
dimostrazione si estende non solo alla proposi-^ 
zinne diretta come qtrella di Gufkdofcet, ma ud 
abbraccia ancora la inversa . . ' 

-I n cammino naturale dello sp^irlto umano si 
è di passare dai casi< semplici ài jdìi compo^ 
sti , e di ridurre sempre i càti inoOgaid ^i co* 
B08cintì . -£ia palaia ‘ifiea' duiftlitd’ otve st dovetl 
presentare ai primi aiWlistf |>ef l’integrinslOfié del- 
l’eqtiazioui- diffeirènzìali ^ d0l primo ordino a dnè 
«rariahiti eombiuale fra- loto','' si^ era qtìcUé di so* 
pararvele . La -sopnraziotie 4 el)é''- tii'Mbili- fu 
fatti U primo mezzo ché 'àS* pfeiBntò à ttd- Ogget- 
to a’ geomefti . ' Per - ealftmindrvi ‘eott ' dWlàoo di- 
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slìnsero essi le cquczicui secondo il numero dei 
loro lei-mini. Ne invcslirono le j.rlme qucìle a 
due sulameute, di cui oggi se ne sa sempre ef- 
fcUuare sul campo la separazione . Il primo e- 
sempio , elle si ha per quelle a tre termini , è 
la famosa equazione del Conte Riccati . Ma la 
separazione delle variabili lungi di essere un me- 
todo generale per tulle l’ equazioni non sa ope-- 
rarsì ehe per alcuni casi particolari, e vi divie- 
ne tanto più complicata e diOicile, quanto più 
cresce il numero de' termini che le compongono . 
'L’ equazioni omogenee formano una classe di e- 
quazioni , nelle quali la separazione ha sempre 
luogo . 

Se un* equazione fra due variabili dilTcren- 
ziata guida ad una equazione differenziale tale 
che il primo membro vi sia moltiplicato per u- 
na funzione delle variabili , nel mentre che 
il secondo sia zero ; oppure che entrambi i mem- 
bri siano moltiplicati per una stessa funzione di 
dette variabili , allora vi si potrà sopprimere que> 
sta funzione senza che vi si alteri l’ equazione ; 
soppressione che avendo luogo in qualunquesiasi 
caso sempre , si pratica onde dare una forma piu 
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semplice 'all’espressione; e che renderebbe nel 
caso proposto l’ equazione difTcrcnziale non sod- 
• disfacente a’ criterj d’ integrabilità . Una conside- 
razione di simil fatta dovea far nascere l’idea 
di riconoscere se cosiffatto moltiplicatore avea luo- 
go per una equazione ribelle all’ integrazione 
ed alla separazione ; e di tentarne insieme il 
modo di assegnarlo . Questo è che forma uno 
de’tentatm per rendere integrabile una equa- 
zione differenziale, allorché resiste all’ equazioni 
di condizione . Si è cercato di scoprire i casi , 
in cui questo fattore ha luogo . Si ò ax-rirato a 
dimostrare ^che qualunque equazione ribelle del 
primo ordine proviene dall’ eliminazione di una 
costante tra la funzione primitiva cd il suo dif- 
ferenziale ; che questa eliminazione fa sempre 
sparire un fattore dall’equazione risultante ; cp- 
perb che tutte l’ equazioni .ribelli del primo or- 
dine ammettono sempi’e un moltiplicatore che le 
rende integrabili . Si è alti'imenti dimostralo que- 
sta pi-oposizione , ed esteso ancora all’ equazioni 
degli ordini ulteriori. Ma Lagrange nel suo 
Calcolo .delle funzioni c stato quello dieci ha 
provato in una maniera generale e veramente 
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degna di se , die esiste sempre un fallore , clic 
rende all’ integrazione tutte le equaz oui ribelli 
a duo variabili , qualunque ue sia 1’ ordine . Ma 
come assegnare questo fattore? L’ Eulero si è 
mollo esercitato su di questa ricerca . Egli ba 
primieramente investito il problema a priori , 
proponcuJosi di assegnare il fattore quando ne è 
data l’ equazione . Ma lungi di aver arrivato al 
metodo generale per le sole equazioni eziandio 
del primo ordine, non si sono tuttora risoluti 
ebe de’ casi particolari . Si sa per 1’ equazioni 
separate assegnare sempre un fattore, ma in tal 
caso la ricerca ne è pressoché inutile-, sapendosi 
allora integrare l’equazione co’ metodi delle fun- 
zioni unovariabili. L’Eulero esauriti i mezzi diretti 
per la ricerca del fattore rovesciò la questione', 
proponendosi di assegnare 1’ equazione ebe un dato 
fattore rende integrabili. Ma su di ciò non pos- 
siamo vantare maggiori progressi : e Lagrange nd 
calcolo citato dispera ebe si possa arrivare ad un 
metodo generale , che determini la conoscenza 
del fattore in questione . . i • i - 

^ >L’ equazioni dilFerenzialI di cui non si hà al- 
cun mezzo per assegnarne l’ integrale algebrica i 
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quelle che rèsislono alla separazione o' a* metodi 
die ne determinano il fattore , bisogna che si 
rapportino a’ metodi di approssimazione ; unica ri- 
sorsa ne’ casi disperati, ed a cui si dee in gran 
^ parte il successo delle matematiche pratiche . La 
■teoria delle serie è il principale fondamento on- 
de essi si basano ; teoria che bisogna maneggiare 
con arte somma onde riuscir nell’ impresa , asse- 
gnando il valore della variabile cercata in funzio- 
ne della data con una serie si convergente , che 
lo dia con prontezza c molto al vero vicino . Kew- 
ton , Vallis , Taylor , ed altri illustri Inglesi si 
sono distinti in questo ramo di analisi . Ma nes- 
suno lo ha coltivato con tanto successo quanto 
l’ Eulero , applicandolo alla soluzione di una in- 
finità di problemi si delicati che importanti . Le 
memorie insigni di astronomia fisica di Lagran- 
ge e Laplace sono un deposito di grandi detta- 
gli concernenti si fatti melodi , i quali si sono 
siiiora presentati sotto un grandissimo numero 
di punti di vista . 

Qual’ è ora lo stato attuale de’ progressi del 
problema relativamente all’ equazioni a p;n di due 
variabili , delle quali si è lino a questo pualo 
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Eolamcnle parlalo ? Il metodo in generale c quel- 
lo di ridurre l’ integrazione a quella dell’equa- 
zicui a due variabili. In vero l’equazione può' 
soddisfare o no a’criterj d’ integrabilità : i® se 
vi soddifa , c l’ equazione proposta avrà tre va- 
riabili, se ne supporrà una costante ; se ne avrà 
quattro, due di esse si supporratio tali, e cosi 
di seguilo; supposizione che verrà compensata 
nella determinazione della costante, che l’integra- 
le dell’ equazione ridotta a due variabili deve con- 
tenere ; determinazione che si eflettna differen- 
ziando siffatto integrale , e paragonandone quindi 
il risultalo coll’ equazione proposta : a® se non vi 
soddisfa, allora 1’ equazione fino all’ epoca, in cui 
Monge fece rilevare il contrario, fu riguardata 
in generale come assurda, impossibile, insignifi- 
cante . Ma essa non è tale che quando si consi- 
dera isolatamente , cioè quando le sue variabili 
meno una vi sono considerate tutte indipendenti 
fra loro : se però si suppone la conoscenza inol- 
tre di una relazione fra due delle variabili al- 
lorcliè essa ne ,ha tre, di due relazioni fra tre 
delle variabili allorché ne ha quattro, e cosi via 
via ; allora rappresenta una relazione reale , ed 
ammette nell’ insieme un integrale completo, clic 
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dipende dall’ inlograzlone di una equazione a 
due variabili. Nel primo caso uu’ equazione a 
tre variabili pci* esempio rappresenta una su- 
perficie curva : e nel secondo , se il problema di 
cui si tratta la esibisca iiisicmcmcnte ad una re- 
lazione fra due delle variabili , allora rappresen- 
terà una curva a dop|t!a curvatura ; e se la dà 
isolatamente, allora, considerandolo come inde- 
terminato , vi si potrà aggregare una funzione ar- 
bitraria fra dette due variabili , e cosi rappre- 
senterà un’infinità di curve a doppia curvatura, 
godenti di una proprietà comune ; epperò avrà 
sempre una significazione reale , locchè fu quello 
elle Monge ci fe vedere il primo . 

Si c detto che l’ integrazione delle funzioni 
multlvariabili del primo mxline si riduce a quel- 
la delle funzioni a due variabili dell’ ordine stes- 
so col supporvi costanti tutte le variabili indi- 
pendenti meno una . Or gl’ integrali di quest’ ul- 
timo genere di equazioni complcltono delle costanti 
arbitrarie: c queste costanti nel caso ,, che silTalti 
integrali rappresentano mercè l’indicata riduzip- 
uc quelli delle funzioni multlvariabili , possono 
comprendere le variabili supposte costanti . Quia- 
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di gl’ integrali completi delle funzióni rnultiva- 
r*abili cotiiplctlci-anno delle funzioni arl)ilrarie fra 
le variabili iudipeiidenli meno una . Questi inlc- 
grali dunque dovranno per esser completi conte- 
nere delle funzioni arbitrarle, nel mentre che 
quelli dell’'equazioui binovariabili conterranno del- 
le costanti arbitrarie solamente . Questa circostan- 
za che si è all’ opportunità rilevata fìssa uu ca- 
rattere che esscnzialnteiite distingue gli uni dagli 
altri integrali completi . 

La teoria dell’ equazioni multiyariabili degli 
ordini superiori è tuttora imperfettissima . L’ ar- 
tificio che si usa per iulcgrarle si c , come di so- 
pra in generale ho ceunato , di abbassarle con- 
secutivamente di un ordine all’ altro inferiore . 
Ma la complicazione dei calcoli si accresce , le 
difficoltà si aumentano come diviene maggiore l’ or- 
dine dell’ equazione . L’ integrazione di questo 
genere di equazioni riesce difficilissima', ed ha 
poco successo . 

Qui cade opportuno far parola di un para- 
dosso celebre fino all’epoca del 1704 
Llcma in questione; voglio dire delle soluzioni 
particolari dell’ equazioni dificrcnziali . 
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L' equazioni differenziali , considerandone a 
priori lu natura , possono essere la conseguenza 
immediata della differenziazione , oppure il risul- 
talo composto di essa e dell’ eliminazione di ta- 
lune costanti arbitrai'ic comprese nella funzione 
primitiva. Quindi un’ equazione differenziale può 
non contenere di quelle costanti clic si compren- 
dono nella sua funziouc primitiva: epperò per 
esserne completo l’ integrale, cioè per averne la 
vera funzione primitiva, bisogna clic vi si aggre- 
gasse sempre una serie di costanti arbitrarie , il 
di cui numero è relativo all’ ordine dell’ equazio- 
ne proposta , c la di cui determinazione si effet- 
tua sotto le condizioni del problema ; determi- 
nazÌon{i..cbe sarà completa se il problema darà 
tante condizioni quante nc abbisognano per quella 
delle costanti ;,chc sarà incompleta se uc darà 
un numero.^iUÌapre, caso in cui ^.^probleDM, Ò. 
indeterminato cd avrà tante soluzioni particolari 
quanti i valori che possono darsi alle costanti ri- . 

* t ■ 

mute indeterminate . Ciascuna di queste soluzio: 
tu particolari è, .rappresentata da un integralo par* 
ticolare dell’equazione proposta; c ^ tutte, jnsjjciuc^ 
dal loi^i integrale coniplcto, che rappresenta , tulU 
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grìnlegrali particolari. Quindi sembra die ogni 
soluzione parlicolarc di un problema indelermi-' 
nato debba comprendersi nell’inlegralc completo : 
epperò che ogni valore che può soddisfare all’ e- 
qiiazione proposta sia in esso compreso . Ma la' 
cosa non c così : vi sono in talune equazioni 
dinfcrenziali de’ valori , detti singolari , che vi 
soddisfano senza che siano un integrale partico- 
lare . La ricerca di questi valori forma nel cal- 
colo integrale un ramo assai essenziale cJ inte- 
ressante . Essi si presentarono a’ geometri fin 
dalla nascita ^el nuovo calcolo , c fino all’ Eule- 
ro non furono considerati che come un parados- ^ 
so ^ come un’ eccezione alle sue regole generali . 
Fu questi il primo che li i-iconobbc e li esaminò; 
ma fu Laplace quello che ce ne mostrò l^origi-' 
ne necessaria ^ e che ce ne additò per 1’ equa- 
zioni di primo Ordine c per alcuna del secondo,- 
irinodo di assegnarli . Lagrange , sempre pron-‘ 
tò all’ impresa , immediatamente entrò in sì aspra- 
carriera; c dopo avòre gx-andemente discusso 1’ ar- * 
goinenlo nel *774 ci diede ultimamente nel suo - 
calcolo delle’ funzioni il metodo di riconoscerli' 
pér' tutte l’ equazioni binoyariabili di qualunque 
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ordine , allorchb se ne conosce l' integrale dcl- 
l’ ordine immediatamente inferiore; o non cono- 
scendosi, allorché si sa trovare mercè di un 
moltiplicatore . 

Una funzione multivariubile ha per uno 
stesso ordine più cocflicienti diQ'ercnziali . Or 
questi coefilcicnti si possono trovare in tre casii 
diversi relativamente alle condizioni del proble- 
ma, da cui ci si esibiscono per la invenzione 
della funzione incognita che vi si cerca : i® pos- 
serfo esserne dati tulli ; l’ imo indipendentemente 
dall’altro ; ed esplicilaraentc, cioè in funzione 
. delle sole variabili indipendenti ; a“ possono es- 
serne dati tntti ; It uno indipendentemente dal-i 
l’-altro ; ed implicitamente, cioè in funzione del-, 
le variabili indipendentle della dipendente: 5®*' 
possono esserne dati in parte soltanto , o .esibir- ' 
sv mediente una relazione - fra osai le ' variabili! 
indipendenti, c la 'Variabile dipendente r 11 pri-» 
me caso V iti* (Sai i’ equazione che il problema pro-i 
ponerall’ integia'/.’oilc' liana'* vatiadjil«i dipendente . 
separata et divtto'dallo<: indipendenti guida al- ' 
l’i integrazione di funzioni esplicitè; il secondo 
iu’cui detti eqitaeione Im la variabilé dipendente , 
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comlnnata còmimqae colle indipeiidcnti', condu>) 
ce all’integrazione di funzioni implicite; ed il. 
terzo , nel quiJe, non si Itanoo per. 1’ invenzione 
(Iella funzione incognita clic alcuni de’ suoi coef- 
ficienti dilfcrcnziali o una relazione fra essi, por- 
ta ali’ integrazione di una specie di equazioni, le 
quali per contenere, o per supporre la i cono- 
scenza di una parte solamente de’ coefficienti dif- 
ferenziali che possono aver luogo , si dicono e-. 
quazioni differenziali parziali . Nel primo ca- 
so , se 1’ equazione proposta c ribelle a’ cri ter] 
d’integrabilità, ciob se non è una, differenziale 
esatta , si dovrà essa riputare come rappresen- « 
tante nessuna relazione possibile ; epperò il pro- 
blema die la esibisce, come assurdo, insignifican- 
te : nel secondo caso , ,il .problema si risolve 
traltumlo detta equazione con alcuna delle >quat-* 
tro risorse die ha la scienza ; cioè integrandosi , 
•sanamente quando si può , o mediante un mol- 
tiplicalore, o per la separazione, o. co’ metodi di 
approssimazione : e nel terzo caso.. finalmente, la 
soluzione del problema si efreltna i. riducendo 
1’ integrazione dell’ equazione , ,tclie. esibisce, alla 
dipendenza di quella di equazione de’ duei casi ^ 
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precedenti . Il primo e secondo caso dunque so-» 
no 1’ ari»omenlo del calcolo integi'ale ordinario , 
cioè all’ cqua 2 Ìoui differenziali totali ; ed U tcizo 
forma un ramo di analisi sublime, clic al pre- 
sente si éìcG calcolo òitegrale alle differenziali 
parziali . Si è parlato di xpicllo, facciamo dunque 
un lireve cenno di questo . 

Un’equazione differenziale ordinaria si repU'' 
ta per integrata , allorclil: si riduce all’.inlegra- 
zione di una funzione differenziale unovariabilc, 
in quanto questa si suppone sempre effettuibilc; 
COSI per 1’ istcssa ragione un’ equazione differen- 
ziale parziale si tiene per integrata , quando 'è 
ridotta all’ integrazione di un’ equazione diflie- 
renzialc totale' a due Tariabili . Quindi un’equa- 
zione differenziale parziale si riporta sempre pèr 
1’ 'integrazione ad < una corrispondente equa- 
'zione dinereazialé totale ; ed il suo integrale 
> sempre rappresentato dall’integrale di questa. 
Ma questo integrale comprende delle costanti ar- 
bitrarie ; e queste costanti', per .la natura della 
operazione onde si effettna la dÌTisata ridozionè, 
acquistano l’indole disfunzioni aibitrariov. dun- 
que 1’ integrazione dell’ equazioni - differenziali 
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parxiali deve iiilrodurrc negl’ iniegrali delle 
iunzioni arbilravlc nell’ islesso modo c neilo 
stesso numero, come quella delle funzioni dif- 
ferenziali totali vi iutvoducc delle costanti ar- 
bitrarie ; onde Lagrange per distinguere 1’ inte- 
grale completo di un’ equazione differenziale par- 
ziale da quello dell’ equazione differenziale totale 
che le corrisponde , lo disse integrale generale . 

Il calcolo integrale alle differenze parziali 
è quello a cui si rappcrlano i problemi più utili 
e curiosi della scienza fisico-matematica : onde 
esso forma un ramo di analisi assai interessante . 
Non deve però riputarsi come un calcolo diver- 
so c distinto da quello all’ equazioni differenziali 
totali . Quello non differisce da questo che nel- 
la maniera di ridurvisi : entrambi non fainno in- 
sieme che uno stesso ramo di calcolo : tutti due 
non si propongono che il medesimo scopo ; quel- 
lo cioè di assegnare la funziono incognita, cioè 
la variabile incognita, in funzione delle variabili 
cognite . La differenza non è nell’ analisi ; ma nel- 
le' condizioni del problema , • che dà detti coef- 
ficienti ora totalmente ed immediatamente , ed 
oi’a parzialmente o medi-atamente mercè una 
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relazione . • ■ 

L’ Eulero è stato il primo a darci nella sna 
meccanica un saggio dell’ integrazione di un’ e- 
qnazione differenziale che si rapporta a questo 
calcolo : onde se ne riguarda come il primo in- 
ventore . Dalemhert però ha tutta la gloria di 
averlo per la prima volta applicato alle scienze 
fisico-matematiche . I geometri che son venuti 
in appresso non han mancato di accrescere gli 
artifici onde eseguire questa specie d’integrazio- 
ni . Lagrange il primo ne ha dato quelli genera- 
li per l’ equazioni lineari del primo ordine fra 
tre variabili, metodo alla di cui dipendenza ri- 
dusse in seguito quello dell’ equazioni non lineari 

f 

dell’ islesso ordine e numero di variabili . La 
prima equazione di secondo ordine che presen- 
tossi oir integrazione si fu quella del problema 
delle corde vibranti ; equazione a due termini fra 
tre variabili . Dalcmbcrl e l’ Eulero la integra- 
rono , ma ciò non formava clic un caso partico- 
lare . Laplace fu quello che si slanciò con vedu- 
te generali sull’ integrazione di cotali equazioni, 
ma ci non si circoscrisse però che alle lineari ; 
nò si conosce peranchc , come nell^ equazioni de^ 
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primo ordine , un metodo ondo ridurvi quella 
delle non lineari . Monge applico il metodo la- 
grangiano per 1* equazioni lineari del primo or» 
dine a quelle del secondo ordine : ecco i trava- 
gli sulla divisata specie di equazioni . 1 metodi 
indicati possono estendersi all’ integrazione del- 
1’ equazioni degli ordini superiori ; ma perdendo 
molto di generalità e di semplicità , ne avviene 
che in soli due casi sa ciò effettuirsi iu generale . 
Legendre in una memoria fra quelle deli’ acca- 
demia parigina pei* 1’ anno 1787 ha discusso; finOr 
allo scinipolo questo soggetto . 

Uu problema non può proporre che sotto tre 
punti di veduta la ricerca di una funzione per 
mezzo delle circostanze che i cambiamenti di 
cui essa c I capace possono presentare . L’ uno quel- 
lo,' in cui l’ equazione che esibisce all’ integrazio- 
ne va composta delle variabili in questione e 
de’ loro coefficienti differenziali ; 1’ altro , in cui 
va composta delle Variabili e delle lor difTcrcn- 
ze ed il terzo , in cui va composta delle 
v^triabili , ,de’ loro coefficienti diderenziali, e delle 
^01*0 differenze . Cade qui dunque opportuno di 
litr. quotici, ^olU sua integrazione nel secondo caso,. 
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* dre isi dice eqnnzione n differenze , e " di quel- 
' la nel tci*zo 'oaso , che si addomauda equaùotxe 
' n differenze mescolate » 

La natura del problema , che esibisce al* 
l’integrazione un’ equazione a differenae s\ iso* 
•late 'che Hiescolate , pnò- essere tale ciré 1’ equa- 
zione può rimanere costante o no per l’ intero 
periodo della sua soluzione : quindi il calcolo ol- 
le difTereiize ha pur esso il suo calcolo delle 

■ -Yarhizioni . SimUnaente i coefficienti di siffatta 
‘«piazione possono Uwarsi , relativamente alle 
Condizioni del problema, ne* casi medesimi sopra 
notati per qnelli dell’ equazioni a differenziali : 
(dunque questo calcola si estende 'al ‘caso delle 
equazioni a differenze parziali , nel mudo stesso 
che il calcola diiTèrenzia!c si estende a quello 

-dell’ equazioni a differenziali parziali > Rilevati 
questi punti di rapporto' quaU sono i progressi 
‘dell’ integrazione dell’ equazioni -a differenze*? 
-L’integrazione di queste specie di equazioni ù di 

■ cui progressi si sono spinti più • oltre, nella qua- 
'•Ic i geometri hanno avilto un 'qualche siiecesso, -e 
che «esce della maggiora -utilità ^ -si « quella 
•delle lineari , 
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Lagrange fu il primo ad occuparsi a questo 
^genere d’ integrazione . Egli ci dimostrò che era 
suscettibile de’ medesimi artìficj onde si effettua 
quella dell’ equazioni differenziali . Il primo ar- 
gomento che vi trattò fu quello dell’ equazioni 
hinovariabili lineari del primo ordine , di cui ne 
fe vedere l’ analogia colle differenziali del genere 
stesso . Si diede in seguito alle lineari di qualun- 
que ordine : e dopo avervi applicato il metodo 
dalembcrliano per le lineari differenziali , ne pro- 
dusse nel 1775 un altro più semplice per con- 
seguire il medesimo fine . Riusciva facile ottenere 
in generale 1 ’ intento , allorché i coefiicienti del- 
1 ’ equazione a differenze erano supposti costanti , 

. ma non si son fatti pochi tentativi per conseguir- 
lo quando essi sono funzioni della variabile in- 
dipendente . Laplace è stato quello che più si c 
inoltrato in cosiffatto cammino . Il suo primo 
travaglio generale lo portò come un coi-ollario al 
caso de’ coefficienti costanti . Egli spinse più 
innanzi le sue ricerclie : e dall’ ipotesi che gli ac- 
crescimenti della variabile indipendente fossero co- 
stanti, jenne ad un secondo passo ; generalizzò 
maggiormente la questione coi supporli variabili; 
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è ci dimostrò un metodo semplicissimo onde ri» 
dulia al caso degli accrescimenti costanti . Di un 

t. 

altro metodo siamo in possesso per integrare l’ e- 
quazioni a differenze in questione ; e questo va 
fondato sull’uso de’ coefficienti indeterminali, e 
sulla condizione che sia data almeno in parte la 
legge de’ valori successivi della funzione incogni- 
ta, cioè della variabile dipendente . Un altro no 
dobliiamo a Laplace ; ma non riguarda che un 
sistema particolare di equazioni , che per rien- 
trare 1’ una nell’ altra seguente, ei dice rientranti ; 
uno al Sig. Paoli , professore di Pisa , fondato 
sull’ uso del moltiplicatore : cd a Monge dobbia- 
mo quello di, determinare dietro alle condizioni 
del problema mediante i metodi d’ integrazione 
di cui si tratta le funzioni arbitrarie degl’inte- 
grali dell’ equazioni differenziali parziali*, ma que- 
sto metodo non dà che de’ risultati particolaris- 
simi , c perciò poco soddisfacente . 

L’ equazioni alle differenze sono suscettibili 
di una moltiplicità d’integrali come quelle dif- 
ferenziali . Charles è stato il primo a rilevare 

questa verità ; ma egli facendone uso relativa- 
** «. 
mente alle soluzioni particolai'i dell’ e(^uazioni dif- 
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' ‘fercnziali cà3de ift errore . Biot in una ttielnoria 
' presentata all’ Inslitnto ha dato a cosiffatta verità 
■^na chiarezza chò più non ammette contrasto . 

De’ metodi d’ integrazione per 1’ equazioni a dif- 
' fercnze fra tre variabili non si devono che a La- 
grange ; e Laplace fn il primo ad integrarne 
quelle fra quattro variabili . H metodo di La- 
place si estende non solo al caso dei coefficienti 
" costanti , ma ancora ad una classo assai estesa 
di equazioni a coefficienti variabili ; metodo di 
'cui' egli ha dato varie applicazioni. Paoli per 
integrare questo genere di equazioni ce ne ha dato 
tino , che comprende quello dovuto a Lagrange, 
e che ‘si estende all’ equazioni di un órdine inde- 
terminato : ed un altro per 1’ equazioni ternova* 
'riabili se ne è dedotto dalla considerazióne delle 
'funzioni generatrici *, considerazione clic dobbia- 
mo a Laplace , e die forma una specie di cal- 
colo degno di essere coltivato con cura 1 ' 

Là teoria generale dell’ equazioni di condizio- 
'nepcr le funzioni a differenze non è dovuta che 
“a Coudofeet, Ma essa forma uua ricerca più curio- 
*sa • che 'utile , e perciò non merita rdtcriorc per- 
quisizióne i - • .... : 
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Ecco i più inlercssauti progressi Ciooa qiuM 
si’ ultimi tempi dell’ integrazione dell* equazioni 4, 
differenze . Quali ne sono ora quelli per L’ eq^«. 
adoni a differenze mescolate? , 

Molli proLlemi s'i difficili che variati della 
teoria delle curve , i quali per più tempo forma- 
rono il tormento de’ geometri , si risolvono oggi, 
in una maniera semplice e diretta colla conside-, 
razione delle differenze mescolate . Tale è per 
esempio quello delle trajettoric reciproche, che si 
presentò di Imonora a. Giovanni Bernoulli ed al-. 
r Eulefo, e che non risolvettero dopo penosi tra-», 
vagli se non con dei metodi assai indiretti . Non, 
e la sola teoria delle curve ove 1* equazioni a dif- 
ferenze mescolate lianno luogo . Delle .ripcrchc. 
ancora puramente analitiche conducono ad esse 
o si risolvono per mezzo di esse . Frane. Colmar 
nel 171)7 ha trattato questo soggetto in una me- 
moria in ; cui se ne può restare convinti . Con- 
dorcct e Laplace fiu’ono j primi ad occuparsi a 
questo genere d’ integrazione ; e dobbiamo a 
Biot una melAoria presentata aB’ Instituto di Fraii- 
cift |,,ÌQ cui U-att^ con qualche dettaglio un sif- 
atlp , argomento >: L’ .^quftz ioni a differgii?» iwesco- ^ 
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late si possono trasformare in equazioni differen- 
ziali di ordine indeCnito col sostituirvi per le 
differenze il loro sviluppo dietro al teorema di 
Taylor : epperò l’ integrazione di quelle ridursi 
air integrazione di queste . Ma come soddisfare 
in generale a quest’ ultima ? Questo è ciò che 
riesce sovente dii'ficilissimo : uè nello stato pre- 
sente dell’ analisi noi possiamo sperare de’ melodi 
generali su di questa specie d’ integrazione . 

Tali sono in compendio i progressi della 
ternia dell’ analisi suldime : tale il cenno che me 
nc proposi di fare ; cenno che consideralo in se 
stesso potrà lungo e sconfinante sembrare , ma 
misurato colla vasta estensione della scienza non 
potrà che rapido e volante stimarsi come io as- 
sunsi ; cenno dico che couchiudendo il terzo ed 
ultimo articolo del lei'zo preso argomento , apre 
il cammino al quarto ed ultimo dell’ intero lavo- 
ro . E’ tempo dunque di venire ad esporre il si- 
stema di lezioni che fa duopo tenere per soddi- 
sfare al soggetto scolastico della matematica su- 
blime . La ragione mi è stata di guida fin da’ pri- 
mi periodi di questo discorso : essa sia ancor la 
mia bussola in quest* ultimo tratto del mio 
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uitralciato cammino . 

Il quadro che a mellcr vado sollocchi, 1’ in- 
sieme presenterà di ua doppio sistema di distin- 
ti capitoli, i quali intendendo all’ immediata in- 
struzione vocale potranno dirsi lezioni . I due 
gruppi di questo sistema saranno 1’ uno in con- 
trapposto per parti coll’ altro , onde verrà a ri- 
saltarne un certo ordinato c cospirante contrasto . 
A me in questo scritto non si appartiene che 
presentarne il pensiero . Quindi a divisare ne 
vengo i piincipali argomenti soltanto, la ordinata 
loro distribuzione . I dettagli della loro parte sì 

architettonica che metodologica non è che 1’ ope- 

« 

ra dell’ esecuziono e de’ ritocchi , quando il pen- 
siero medesimo viene riforuiato sovente, ed allo 
sposso perfezionato . 

Le funzioni a quantità variabili sono in ge- 
nerale la materia prima del calcolo in questione: 
l)Isogna dunque dalla conoscenza di esse inco- 
minciare il nostro travaglio , Cosa s’ intende per 
funzione ? Quali ne sono le specie diverse ? Quali 
le denominazioni che le contraddistinguono ? Ecco 
le prime idee che bisogna sviluppare . 

Conoscendone la materia prima uopo è pr&- 
j5 
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pararla onde renderla allo stato d* immediata ap^ 
plicaaionc . Le funzioni derivate ne sono quelle 
immediate su di cui esso opera ; dunque la loro 
derivazione c ciocche forma 1’ essenza della divi- 
sata prepsHPazIoue . Il teorema lagrangiano è l’ istru- 
menlo con cui si eseguisce : quindi il passo clic 
sicgue a contatto quello della considerazione delle 
finzioni materia prùna si è la conoscenza di 
questo teorema . 

Le variabili integranti una funzione conce- 
piscono un aumento ; eccone il principio originale: 
la funzione inconseguenza ne viene svilup]>ata in 
serie ascendente alle potenze di questo aumento ; 
ecco nell’ espressione di questa serie il suo enun- 
ciato: l’enunciazione di cosilTatta serie non è che un 
complesso di segni vocali o cifrah'i ecco il bisogno di 
un linguaggio proprio per comunicarlo oralmente o 
con 1 cifre : il teorema non dee farsi dipendere dal- 
la teoria delle serie , che vi poggia essa stessa , 
ina dee stabilirsi a priori ond’ esser da se; eccone il ‘ 
modo di dimostrarlo : il teorema generale così ‘ 
dimosti'ato può cadein: in errore ; ecco finalmente 
il bisogno di esaminarne T eccezioni onde intera- - 
ipenlc conoscerlo. Qual’ è oramai il metodo più filo- 



Digiiized by Google 




X"5)( 

lofico e facile oni’ efìcltuire si dette ricerche 
costitiicnli la conoscenza proposta ? Vediamolo . 

Se l’analisi delle funzioni si considera rela- 
tivamente alla posizione della variabile che 1’ enun- 
ciato del problema propone come cercata, io di- 
rei della variabile incognita , si avranno due ca- 
si da contemplare ; l’ uno quello in cui la varia- 
bile incognita c da tutte le altre divisa , e mo- 
nomialmentc isolata , è unodimensionalc , ed è 
data perciò in una maniera chiara , espressa , ed 
iuunedialamcnle in funzione di tutte le variabili co- 
gnite ; 1’ altro quello in cui essa è avvinta , b 
frammischiata in un modo qualunque con tutte le 
altre , e che non può senza delle previe opera- 
zioni assegnarsi , Nel primo caso la dipendenza 
di condizione è espressa, è manifesta ; e nel secon- 
do , inesprcssa , velata : in quello la funzione a 
giusto titolo dirassi esplicilu ; in questo , impli- 
cita . Ecco la prima radicale distinzione fra le 
funzioni ; distinzione finente da’ di loro rapporti 
col fine dell’ analisi loro ; che mira al metodo di 
trattarle, non all’indole loro particolare; che qui 
bisogna seguire onde non affrontare tutto insieme 
il soggetto , ma gradualmente e con 'metodico 
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oi’lIìuc , onde senza mancare alla generalità dello 
vedute se ne renda più Tacile il trattamento , 
più eseguibili le ricerclie . 

L’analisi delle funzioni implicite non può 
avere per suo oggetto Onale clic la loro riduzio- 
ne allo stato di esplicite : ed una funzione im- 
plicita ridotta ad esplicita dee riputarsi come trat- 
tata corrispondentemente al suo fine . II caso 
dunque delle funzioni esplicite è da una parte 
più semplice di quello delle implicite , e ne è 
dall’ altra il termine della riduzione . IMa il fine 
di una riduzione suppone che si conosca il ter- 
mine a cui la cosa riducesi ■, epperò 1’ idea di 
quella c posteriore* all’ idea di questo : dunque la 
considerazione delle funzioni esplicite , tanto se 
si rapportano allo stalo della maggiore sem- 
plicità quanto al fatto ragionato della loro analisi, 
dee precedere quella delle funzioni implicite ; 
ecco come la ragione ci divisa 1’ ordine melodico 
onde progredire alla ricognizione del teorema di 
cui si tratta , ci divisa cioò die bisogna richia- 
marlo sulle funzioni implicite dietro che si è 
sull’ esplicite considerato . Ma qncsto non è tutto 
il sentiero che essa d addila. Vi è ancora di più . 
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n cambiamento che soflfrono le yariablli di 
mia funzione è il principio originalo del teorema 
in questione . Le variabili di una funzione espli- 
cita , eccettuatane quella clic detto abbiamo in- 
cognita , c che è lineare ed isolata come sopra 
notammo , sono tutte indipendenti 1’ una dalle al- 
tre : eppcrò essendo arliitrarj i di lor cambiamen- 
ti, ne avviene che si possono a nostro buongrado 
considerare in insieme o parzialmente . Cosiffatto 
carattere delle funzioni esplicite ci abilita a po- 
cervi considerare il cambiamento della variabile 
incognita, sotto due diversi punti di vista ; 1’ uno 
come la conseguenza del cambiamento successi- 

O 

vamente considerato di ciascuna variabile indipen- 
dente ; e r altro come quello de’ cambiamenti 
contcmp'oranei di esse tutte . Qualunque sia fra 
questi due punti di vista sotto cui si miri la co- 
sa , è chiaro che dee aversene in fondo il 
risultato medesimo , Dunque per facilitarne il 
processo , e per mancanza di mezzi eziandio a 
toner conto in insieme di tutti i cambiamenti 
delle variabili, siamo ad attenerci costretti al pri- 
mo di essi, e cosi ridurre la considerazione del 
teorema nelle funzioni esplicite al caso più sem- 
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plìce di esse , a quello cioè delle blnoTarlaLlll, le 
quali , in quanto al fatto di cui si tratta , come 
funzioni di una sola variabile dipendente possono 
riputarsi . 

■^Ecco dunque 1’ ordine die la ragione ci ad- 
dita nella divisata considerazione . Bisogna con- 
siderare in primo luogo il teorema iagrangìano 
nelle funzioni che dipendono da una sola varia- 
bile ; estenderlo quindi alle funzioni multivaria- 
bili esplicite ; e finalmente per una riduzione 
opportuna richiamarlo sulle funzioni implicite . 
Potremo dunque formare di ciò gli argomenti di 
tre consecutive lezioni . Ma pria di venire al se- 
condo , per non ritornar da lontano sull’ argo- 
mento medesimo , un altro in forma di continua- 
zione del primo ne aggiungeremo ; e dopo aver 
considerato il teorema nelle funzioni unovai’iabili, 
immediatamente velremo a stabilire con esso la 
basi fondamentali della derivazione > che a questa 
classe di funzioni rapporlansi . 

Cosa sono oramai queste basi? 

'Qualunque funzione complessa non h che il 
risultato delle funzioni semplici sottomesse aUe 
quattro operazioni deli’ algosa ordinaria , e varta- 
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monte comLiiiale fia loro . L’ idea duncpie di' 
una funzione composta è posteriore a quella del-* 
le funzioni semplici e delle opcrarioni divisate; o' 
la considerazione perciò- di* queste funzioni cd o- 
porazioni scniLra ragionevole clic’ deliba jircccdere 
quella della derivazione delle funzioni composte.’ 
Il fatto della cosa comprovando ‘qilesto argomen-* 
to , doè dandoci a vedere (die la derivazione 
delle funzioni composte si istituisce su di quella' 
delle funzioni semplici, e delle operazioni men- 
zionate , ci determina a riguardare quest’ ultima 
derivazione come le basi di cui si tratta . 

Ecco dunque il piano che noi potremo se- 
guire nelle prime tre lezioni . La conoscenza delle 
funzioni in generale , quella fondamentale del 
teorema lagrangiano, 1’ uso di esso nella prepara- 
zione dèlie basi della derivazione , primo og- ■ 
getto del calcolo derivato , sarà 1’ argomento della 
prima lezione : 1’ uso fondamentale del teorema 
per la derivazione delle funzioni esplicite mul- 
tivariabili , ne sarà quello della seconda : come 
il modo di ridurre a questa la derivazione dell<} 
funzioni implicite, lo sarà della terza ♦ * 

Il calcolo diretto in questione non ha per suo 
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©""etto la sola ricerca dello funzioni derivate , 
ma quella ancora delle funzioni differenze. Quin- 
di dopo avere nelle tre divisate lezioni esposto le 
maniere onde effetluirne la prima , lagion vuole 
die si venga a mostrar quella per eseguirne la 
seconda. Ecco dunque un quarto argomento che 
la natura stessa della cosa ci propone immediata- 
mente dopo a* tre primi. Noi ne potremo fare 
il soggetto della quarta lezione . 

Questo calcolo oltre la ricerca delle funzioni 
derivate e delle funzioni differenze , intende al- 
1’ esame ancora de’ rapporti fra le quantità che lo 
compongono; dico al paragone di questa quantità . 

Arrivali dunque a conoscere il modo di as- 
segnarne quelle, resta la conoscenza della maniera 
di operarne questo onde soddisfare all’ intero suo 
oggetto . Le quanlilì» si possono considerare sotto 
tre diversi punti di vista : in generale, in istato 
discreto, in istato coutlnuo; ecco tre casi distin- 
ti nel paragone di cui si tratta; ecco le tre ve- 
dute che ci si presentano negli usi del calcolo 
in questione je che formano per cosi esprimermi 
i tre piani i^ll’ edificio da erigersi sulle basi di già 
(tabililc . Gli usi algebrici dunque, gli usinumerici| 
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gli usi geoinelrici , sono i tre ultimi argomenti 
che restano da Iratlarsi a couipimeuto del ramo 
diretto dell’assunto; argomenti che potranno fa- 
re i soggetti consecutivi delle tre ultime lezioni 
completanti la parte diretta della questione . 

Un sistema dunque di setto lezioni compo- 
ne l’ intero prospetto dellh parte diretta del qua- 
dro di cui espongo il pensiero . Quale ne sarà 
ora quello della parte inversa, che in contrappo- 
sto colla diletta presenti con un confluente con- 
trasto un tutto completo agli occhi dell’ intel- 
letto ? La questione a cui bisogna ora risponde- 
te non si riduce che a collimare un sistema di 
lezioni intorno a questo punto centrale : rimon» 
tare da una data funzione, o da una re^a- 
zione data fra piti funzioni, a quella donde 
pieviene . La soluzione non ne è si facile c ge- 
nerale come nella diretta , in cui si tratta di 
scendere da questa a quella ; soggetto già sta- 
bilito nel precedente sistema . Di questa pro- 
posizione che per vederne tutto il vero basta da- 
re un guardo penetrante al fatto dei progressi 
metodologici del terzo articolo del precedente ar- 
gomento parziale , se ne può rimanere convinti 
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eziandio in una maniera meramente a priori ed 
astratta , In effetto arrestiamo per un momento 
lo spirito sull’ oggetto speciale dell’ una e 1’ al- 
tra <juestione . Nella diretta si suppone data la 
cosa , e se ne cercano delle conseguenze non de- 
terminate ; laddove nell’ inversa date le conse- 
guenze die esistono p^ la cosa , si tratta di ri- 
salire alla cosa stessa che sì suppone determinata, 
ma incognita . In quella si tratta di formarsi un 
metodo onde dalla cosa possa arrivarsi a de’ ter- 
mini indeterminati ; nel mentre che in questa si 
ha per oggetto d’ indovinare cosiiìTatto metodo 
conducente alla cosa, e di cui non si ha alcun 
indizio nc’ risultati che ci sono a taluopo pro- 
posti . Nella prima 1’ operatore va libero ; e nella 
seconda condizionato a seguire ciocché esiste , 
ma che dell’ intutto sconosce . Ora il fatto del 
primo caso non è -nella posizione medesima di 
quello del' secondo . Questo dee riuscire molto 
più di quello difQcile; e il primo può riuscire ge- 
nerale , spedito ; mentre il secondo dee essere 
incerto, a tentativi poggiato, e diverso a seconda 
della varioforma sotto cui si presenta la data i 
La cosa chiara- mi sembra da se : nè occorre che 
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più v’ insista con ulteriori argomenti . 

Quale sarà di ciò il risultato ? Eccolo : nel 
calcolo inverso non ci possiamo compromettere 
'della generalità istessa di metodo ond’ elTettuìrne 
•le diverse ricerclje , come nel calcolo diretto . 
Infatti unico c generale è il metodo della dert* 
razione ; varj ne sono c possono essei'e più an- 
cora quelli della rciroderivazione : non avvi fun- 
zione derivata die assegnar non si sappia col pri- 
mo metodo; vi sono ad ogni passo delle funzioni re- 
itroderivate al contrario a cui non sa risalirsi me- 
diante il secondo: glorioso di se e quasi rapido 
conquistatore andar puoi’ analista nel primo caiq- 
mino ; umile, impedito, e confuso fa ohe ne trar 
scorra il secondo . La pittura dunque che qui 
dobbiamo abbozzare non può oifrire die un as- 
sortimento , che una collezione di melodi tra 
, quelli tentati c conosciuti .smoggi . L'impresa a 
-cui possiamo aspirare , ed a cui potrà intendersi 
.tutto al più si riduce alla distribuzione delle bgu- 
~re, a lumeggiarvi i <olori in man iera da risaLlaine 
•nelle 'vedute ;queir ordine .clic più naturalmente 
fluisco dalla Closofìa della cosa, c quella lucidezr 
za clic più ne discuopre 1' ultimo foado e n« 
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ià rilevare il vero suo fine. . 

Prendendo la ^cosa radicalmente punto noa 
dubito di andare a parare sulla divisione mede- 
sima e sull’ ordine stesso delle parli di cui va 
composto il sistema diretto . In vero il calcolo 
inyei’so domanda corno il diretto un linguaggio 
a se speciale , e poggia com’ esso sul teorema la- 
grangiano . Il primo anello dunque, oggetto del- 
la prima lezione , non dee tendere che a fissare 
•questo linguaggio , che a mostrare, per quanto 
Io stato della questione permette, sulle funzioni 
iinovariabili quegli usi di rclroderivazione , ciré 
posson ritrarsi dal menzionato teorema sia im- 
mediatamente e in generale , sia mediatamente 
e, ili' particolare . 

Le relazioni fra delle funzioni derivate pro- 
poste ad oggetto di dedurre le relazioni corri- 
spondenti fra le loro primitive , possono essere 
date I come nel diretto in modo esplicito o impli- 
citamente ; e perciò come in esso, due argomenti 
distinti ci offrono da farne i soggetti della se- 
conda e terza lezione ; 1’ una sulla retroderiva- 
eionc. delle funzioni esplicite, e su quella delle 
implicite l’ altra , ; - . ‘ . i 
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11 calcolo delle dilTerenze lia come il' de* 
rivato il suo ramo inverso ; e ci propone per- 
tanto il soggetto di una quarta lezione sotto il 
titolo di calcolo delle retrodilTerenze . • i 

Gli usi delle due divisate parti del calcolo 
inverso non possono guardare come nel diretto 
che le quantità sotto la triplice consideraz ione di 
generali, di discontinue , e di continue ; quindi 
come in quello, ci somministrano gli argomenti 
per una quinta , sesta, e settima lezion c . ' * 

Un complesso dnnque di sette lezioni di- 
sposte coll’ ordine, stesso di quelle formanti il 
prospetto diretto, corrispondente con esse alla 
lettera, nia lumeggiate a contrapposti colori, ec- 
co il secondo sistema; che a coaipiiuenlo compo- 
ne il quadro , che . ho assunto ' a proporre , ed 
■ecco eseguito coà Io sviluppo del quarto ed ul- 
timo i de’ quattro 'asstmtt argomenti . . i v > 

i Dando un èolpo d’ ocdiro fdosofico alla ma- 
tematica ho rilevato ’nc’ nostri rapporti colla na- 
tura la vera sua origine , il principio motore del 
suo sviluppo, la materia prima che ne fa l’ argo- 
mento ; partendo dall’ idea filosofica della sua 
materia prima , or col soccorso della pura ragione 
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«d ora con quello dell’ opinione dalla stessa giù'* 
.data, son venuto a fissare il soggetto della paiv 
te speciale di essa , che se ne considei'are 

come la parte sublime : riandando l’ indole parti- 
colare di cosiffatto soggetto' son passato a rile- 
Tarne e dispiegarne 1’ essenza , ad indicarne gli 
usi , a descriverne cosi di passaggio i progressi: 
prendendo sempre T argomento dalla sua prima 
radice sono alla fin pervenuto .sull* ultimo tratto 
di tutto il lavoro ; all’ esposizione cioè di un si- 
stema d’ instnuione che vi concerne, ohe jùìt 
alla sua natura conviene , e che più corrisponde 
al suo oggetto Arrivato al termine dunque de- 
gli argomenti proposti mi veggo sul fine del mio 
intrapreso cammino . Ma pria che venga a toc- 
.earlo tralascerb l’ occas'one opportuna di -tirarne 
una conseguenza utile a’ miei nuovi rapporti die 
da podii mesi ho contratto con questo ginnasio 
della mia patria , còme sul principio’ -eeìinai ? 
Ometterò dico una breve fermata sulla cònsido- 
•razione del mio nuovo letterario instittito , che 
.con questo ragionamento ha lutto il rapporto ? 
jNo : ciò sarebbe alle leggi della convenienza e del 
4uvcrc un mancate . 11 breve episodio , che me 
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ne permetto onde • servire all’ oggetto • -proposto ^ 
servirà dunqnc a conchìudere il mio travaglio 
colle vedute medesime onde gli diedi principio. 

)j. La matematica sublime e 1’ argomento del 
mio nuovo menzionato instituto : quindi per 
qunntosièdetto di sopra, il calcolo differenziale c 
delle differenze nell’antico linguaggio, l’analisi 
delle funzioni a quantità variabili a variabilità cspli» 
cita in quello usitato da noi ; è il soggetto su 
di cui debbo fissare e dirigere le mie lezioni . 
Questa conseguenza dalla legione proposta e dal- 
1 autorità dei classici sostenuta, non ci dà del- 
la cosa che una metafisica certezza ; ma la certez- 
za e nell’ animo , e non nella cosa; onde potreb- 
be non essere una verità . Qual’ è dunque la cir- 
costanza che manca alla nostra certezza onde 
acquistare il carattere di verità ? L’ adesion della 
legge . La legge considerata come 1’ espressione 
dblla suprema naturale ragione è il tribunale di 
appello ne giudizj della ragione, individuale . San- 
ziona ella dunque la conseguenza di sopra tirata 
col solo uso della nostra particolare ragione ? 
Essa tace su di questo riguardo , Destina tre 
cattedre per l’ annuo corso iu malcmalica, l’ una* 
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per r algebra , per . la geometria un’ altra, e per 
la malenialica sublime la terza- ma ne lascia in-» 
determinati però i rispettivi confini . Il suo si- 
lenzio dunque sembra in certa maniera rimettere 
al nostro discernimento -^1’ interpetrarne gli ora- 
coli per definirli . Ma 1’ interpetrazione di mia 
legge non può ripetersi , allorché ella tace d’ In- 
tutto , che immediatamente dalla nuda ragione 
o da ciò che i dottori ne dicono : la ragione e 
r autorità dei classici confluiscono , come si è 
rimarcato, in quanto all’assunto: dunque la leg- 
ge sembra annuire alle nostre induzioni, sanzio- 
nare la nostra conseguenza , rendere la nostra 
certezza all’ indole di verità , e determinare il 
fatto così delle mie lezioni . Quindi definitiva- 
mente e totalmente conchiudo che 1’ analisi del- 
le funzioni a quantità variabili a varialìilità espli- 
cita, cioè il calcolo differenziale e delle differen- 
ze, essendo in forza della nuda ragione e del- 
r autorità de’ classici geonutri il soggetto esclu- 
sivo della matematica sublime , forma ancora ia 
vigor dei fatto vigente della legge, che comanda 
in questo ginnasio, 1’ argomento peculiare del 
saio nuovo iastituto. 
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PROGR AMJHA 



Xl calcolo dell* fanziocil derivata che ho fin 
dal 1808 annunciato nella vcùsi raccolte^ di teof 
rie matematiche sotto forma di supplementi ^ 
e più volte citato nel mio opuscolo sul nuovo 
algoritmo del calcolo differenziale^ per una cer- 
ta comhinazione di cose rimane tuttora inedito . 
Chiamato oggi a leggere la matematica sublime 
in questa Xlnivcrsità di Catania , mia patria , rai 
affretto in questo volume , j^odotla da co^ 
tale mottivo e che me ne dà occasione, a 
renderne minuto conto al pubblico dotto col 
presente' programma ; ondo accogliendolo di buo*- 
na grazia possa darmi coraggio a passarlo alle 
stampe , e cosi all’ occorrenza potermi più co- 
modamente servire nelle mie lezioni , quaado le 
circostanze non verranno a permettermi di tosto 
eseguire il sistema nella dianzi introduzione pro- 
posto , ed unicamente diretto a quest’unico og- 
getto . I principi adottati , il piano segnilo , Ifc 
materie contenute nell’ opera , ecco ciò di cui 
iieado conto al pubblico con questo prograaiau i 
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programma perciò che va naturalmete diviso in 
ire articoli , articoli che andrò rapidamente a 
trascorrere P uno dopo dell’ altro . Nel dun- 
que darò conto de’ principj che vi si sono adot- 
tati : nel a® del piano che vi si c seguito : nel 
3® delle materie che vi son contenute . 

I. 

PRINCIPI ADOTTATI 

J)ando un guardo filosofico all’ istoria progres- 
siva de’ principj del nuovo calcolo, difficile cosa 
non sarà il farne la scelta . 

Il principio degl’ infinitamente piccoli di 
Leihnizio considera delle quantità minori di qua- 
lunque quantità assegnabile : porla a de’ risultati 
esatti ; perchè rettificato col progresso del calco- 
lo : privo di dimostrazione diretta si risguarda 
come un compendioso artificio . 11 principio del- 
le flussioni di Newton comprende l’ idea sensibile 
del movimento , c sull’ ipotesi manovra delle 
prime ed ultime ragioni . Quello de’ limiti di 
Dalcmbert fin da remoti tempi tracciato e con 
tutta forza e vigore da Cousin e Lhuiller soste- 
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BUtO'{ come 1’ altro degli zero assoluti dell’ Eu- 
lero dalle leggi di continuità di Carnot fiancheg- 
giato , suppone un rapporto fra quantità che più 
non esistono . Il principilo finalmente di Lagraiji'- 
ge, già da circa nove lustri prodotto , immedia- 
tamente fluisce dallo sviluppo delle funzioni in 
serie , che un aumento dalle variabili concepito 
promove . Il principio leihniziano dunque oltre 
di essere mancante de* caratteri costituenti un 
principio vero scientifico , niente di reale presen- 
ta : il newtoniano introduce nell’ analisi pura del- 
le idee meccaniche da una parte , e delle astratte 
/ 

e metafisiche dall’ altra : il dalemhcrtiano , e 1’ eu- 
leriano non danno della cosa che un’ idea , la 
quale non sa concepirsi in concreto ; il lagran- 
giauo finalincntc superiore ad ogni instabile ipo- 
tesi , indipendente da qualunque idea metafisica, 
ha una natura puramente analitica. Nel primo 
non iscorgesi che un principio tutto ipotetico , 
e imperfetto talmente che 1’ autore stesso tentò 
di correggerlo col commutare gl’ infinitesimi in 
incomparabili; altra idea se < non metafisica ,, di 
approssimazione bensì: neh secondo non si ri- 
coiioice che, un principio strauia'o ed impròpiio 
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alla scienza a cui si rapporta : nel terzo non si 
rinvengono chcr ddle idee oscure confuse , o in- 
cognite per meglio dire , e perciò non degne 
di servir di' base alla scienza di cui 'la certezza 
c il distintivo carattere : nell’ ultimo al fine non 
si ritrova che un principio sorgente dal fondo 
Stesso della scienza alla quale appartiene . , Tale 
ò iliqnadro rapido e.filosofko de’ principi in que- 
stione . AI sem|dice guardo di questo quadro po- 
trà forse esitarsi sulla scelta proposta ? La snpe- 
riorih'i del priocipto lagrangiano è decìsa : i ca- 
ratteri di sua, preferenza non hanno alcuna in- 
certezza : un governo illuminato allo spirare dei 
caduto secolo lo l^a nella nostra Italia legalizza- 
to . Questo .principio dunque è stato quello che 
senza punto esitare ^ ho io- adottato nell’ opera 
che sono qui ad auuundare . , ^ 

. Adottato questo principio risultava 'cosa' as- 
sai naturale li’ adozione del linguaggio che da es- 
so immcdiatainiente aderiva . Superiore a tutti gir 
ostacoli , che un’ innovazione ancorché utile suo- 
le per r ordinario incontrare ; mosso da’ caratteri 
dii unità, di filosofia, di semplicità, di precisio- 
ne, di ^lui sifTaUo lii^uaggio ; -animato dalla 
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della cosa ; ^detenmnato dalla sua' eos- 
^enienza «on v-cnuto in effetto a seguirlo, previe 
le modificazioni da me giù .prodotte aopra- 
citato mio opuscolo . 

Il principio dunque lagrangiano è il prin- 
cipio adottato nell’opera, e il linguaggio delle 
funzioni derivate che ne fluisce il linguaggio 
che vi si parla . 



H. 

PIANO SEGUITO 

T ’ 

J-i opera va divisa in sette capitoli , ed è con- 
cepita in maniera 'ohe ciascuno di essi nel men- 
tre eh’, esiste da se, insieme cogli altri può ri- 
guardarsi come un tutto non interrotto e con- 
tinuo. L’ opera dunque può considerarsi non solo 
come formante un sol tutto, ma ancora com- 
pleta nelle rispettive sue parti . Un piano così 
concepito mi ha, fatto dare a’ capitoli compo- 
nenti il nome di opuscoli ; nome che combina- 
to col titolo in prospetto del libro annuncia con 
sufficiente espressione il duplice loro carattere, 
quello cioè di formare in un tempo , delle op^- 
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rette complete e distinte sugli argomenti par- 
ziali ed un’ opera nel tutto egualmente finita 
sull’ argomento totale , 

m. 

MATERIE CONTENUTE 

I_ic materie che si contengono nell’ opera dalla 
più elementare si succedono gradualmente sino 
alla più sublime . Quelle che concernono la par- 
te geometrica vi sono considerate colla pura ana- 
lisi , e sull’ esempio replicato di Lagrange , indi- 
pendentemente dall’ uso delle figure, che avervi 
luogo potrebbero . Ecco di tutte il dettaglio di- 
sposto secondo 1’ ordine successivo degli opuscoli . 

PRIMO OPUSCOLO 

Teorema Jondamentale . 

Sotto questo argomento si dà in primo luogo 
e brevemente l’ istoria sull’ idea del vocabolo 
funzióne , colla descrizione delle specie diverse 
che se ne considerano: quindi vi si passa a fis- 
sare COSI di passaggio P oggetto del calcolo di 
'cui si 'tratta : si propone inseguito^si dimostra^ 



I 
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e si applica alle funzioni analitiche elementai’i il 
teorema fondamentale di esso : e dopo averne 
notato con ogni dettaglio 1* eccezione a cui va 
detto teorema soggetto , si viene al fine a pro^ 
porre un metodo a Lagrange dovuto, che per la 
sua analogia colla derivazione , merita d’ esser 
conosciuto , c die può rappresentarla nel caso 
particolare in cui cade in difetto . 

SECONDO OPUSCOLO 

Natura ilei calcolo (ìijjercnziale . 

jSì dà principio a questo argomento colla defi- 
nizione del calcolo differenziale, che sotto altro 
nome si ha pci’ oggetto ; definizione dal fondo 
di esso analiticamente tirata, cd a contatto se- 
guila dallo sviluppo de’ suoi radicali principi : 
quindi si vengono a considerare i rapporti del 
nuovo coll’aulico linguaggio di questo calcolo , 
ed a dare un cenno su i caratteri di preferenza 
di quello sopra di questo : e finalmente la deri- 
vazione sì applica alle funzioni ad una variabile 
in generale , di cui si danno delle appUcazion» 
cou degli esempi particolari . 
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TERZO OPUSCOLO 

. J) crivfìzìcne delle fimzìoni esplicite 
. , . ^ -i a piu variabili 

■ < > ..‘I.:, 

J n questo argomento si dà 1’ algoritmo generale 
delle funzioni niultivariabili , e delle loro fun- 
zioni parziali. Il metodo generale p er isvihippa- 
re in serie quelle funzioni , 1’ espressione del *-■ 
termine generale di questo sviluppo , un’ appli- 
cazione di questo metodo alle funzioni binovaria* 
bili , sono gli oggetti che vi si considerano in 
secondo luogo . TJn’ analisi compiuta sulle con- 
dizioni necessarie acciò una certa funzione posa* 
dirsi derivata esatta di un’altra , seguitata da 
un quadro * generale de’ termini generali delle lo- 
ro, rispettive espressioni algebriche, e da una 
loro applicazione alle funzioni binovariabili e ter- 
novariabili del primo ordine, e binovariabili del 
secondo ordine; è ciò che vi si tratta per ultimo. 
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QUARTO OPUSCOLO 

DcTivazione delle funzioni implicite 

Il tnclodo della derivazione delle funzioni im- 
plicite a più variabili è il primo oggetto di questo 
argomento ; metodo di cui un’applicazione si dà’ 
alle funzioni binov.iriabili della medesima spe- * 
eie . Il modo onde questa derivazì one ridurre' 
a quella delle funzioni ad una sola variabile di- 
pendente ; quello di estendere cotcsta riduzione 
al caso in cui le variabili di silfatta natura vi 
sono in piu numero , ne è il secondo . Ed un 
cenno sulle condizioni di esatta derivabilità di 
cotale specie di funzioni ^ è’ il terzo e L’ ulti-» 
mo oggetto . I . 

QUI^TO OPUSCOLO 

Calcolo delle variazioni e delle differenze 

Il calcolo delle variazioni presentato sotto il 
punto di vista in cui nell’ atto della sua inven- 
zione ce lo presentò il suo inventore Lagrange, ' 

0 

e un cenno sulla maniera nella quale lo stesso ^ 
autore ce lo diede quiiiili a vedere, cioè come' 
un caso speciale dell’analisi derivata, è ciò di' 
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cui si parla al principio del presente argomento , 
La ricerca delle forinole fondamentali del calco- 
lo delle differenze ; quella della forinola parti- 
colare del Prony per le funzioni a differenze 
nnovariabili ; la dimostrazione di quella di La- 
giangc sotto espressione finita per le funzioni 
medesime ; il mojlo di estendere quest’ ultima 
alle funzioni esplicite multivariaLili : sono gli og- 
getti su de’ quali successivamente si viene nel 
suo progresso . 

SESTO OPUSCOLO ’ * 

Usi algebrici . 

eguali sono gli usi die si trattano in questo 
sesto argomento ? 

Lo sviluppo in serie delle potenze polinomia- 
li; la dimostrazione del teorema nc-wtoniano sul- 
la relazione die i coefficienti di un’ equazione 
hanno colle radici di essa ; 1’ interpolazione delle 
serie ; il metodo di definire in tutti i casi il va- 
lore delle funzioni die con taluni particolari valori ^ 
della variabile si presentano sotto la forma inde- 
terminata di zero diviso per zero -, delle , corri-, 
spoudenti applicazioni di questo metodo ; il 
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metodo de’ massimi c minimi per le funzioni sì 
esplicite che implicite in generale , colla sua ap- 
plicazione alle Inazioni ad uria, a cine, ed atre 
Taria])ili , da alcuni esempj particolari seguita : 
ecco le materie di cui nel presente argomento 
consecutivamente si parla . 

SETTIMO OPUSCOLO 

Usi geo m cil ici . 

XJn compiuto saggio analitico sulla teoria delle 
curve è l’ oggetto di quest’ ultimo opuscolo . 

Dalla maniera generale di rappresentare c se- 
guire il corso di esse si viene alla teoria gene- 
rale dei contatti di quelle a semplice curvatura. 
Quindi si passa a dedurne; i° la teoria generale 
degli assintoti : a® quella delle tangenti , da cui 
dopo averne dedotto la considerazione ed il cal- 
colo de’ punti singolari , ed averne dato un’ ap- 
plicazione alle famiglie iperbolica e parabolica, se 
ne tirano le fbrmole fondamentali delle rettificazio- 
ni e quadrature, come delle cubature : 5® quella 
delle osculazioni circolari; dell’ evolute ; de’ con- 
tatti ; de’ massimi e minimi ; delle tangenti , e 
de’ punti singolari delle curve solide . Final- 
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mente venén Jo all’ esposizione della generale teo- 
ria di queste curve e delle superficie curve si 
sale per cosi dire dell’ edificio all’ ultimo piano ^ 
in cui si osserva il quadro dirò delle proprie- 
tà del cerchio osculatore , della sfera osculatrice, 
e dal piano tangente ; come delle linee della 
massima e minima curvatura delle superficie cu^ 
Te, e delle loro proprietà esclusive. 
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Talune ragioni particolari m' inducono a protrane 
ancora questo piccioi rolume; in>eieivd vi il prospolto dì un 
altro mio lavoro inedito sulla parie fisieu-an-ililìca dell’ arti» 
glieria. L’oso lund. mentale eh; vi ai f,i delie nu.ive vedute 
lagrangìane culla tecria del movimen'o é ii punto di appog^^io 
della pi.neipale fra esse, uso che basato sul!' anilisi derivata 
Li dee coosiderare il divi'ato lavoro come un’ applìcaaioao 
de' principi analitici adottati esposti e sviluppali nella pre> 
cedente intuduzione ; e perciò riguirdatc il posto, che Uno* 
tato prospetto occupa in questo luogo, come ragionato, filo* 
•ofico, ava mai come casuale od arbitrario. 
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PROSPETTO 



I corpi projeltati secondo una direzione qualun- 
que formano un ramo di scienza che dal voca- 
bolo greco si dice balistica . Un corpo può in 
diverse maniere e con diverse specie di for- 
za essere projcttato nello spazio . La mano , la 
fionda, la balista , le arme a fuoco , ed altre si- 
mili ; sono tanti modi diversi onde può esservi 
lanciato : e la forza de’ muscoli nella mano , la 
centrifuga nella fionda , la leva nella balista , la 
polvere nelle armi a fuoco ; sono le tante corri- 



spondenti specie di forza , che ve lo possono va- 
riamente lanciare . La balistica adunque domen- 
tre si occupa de’ fenomeni che i corpi cosi pro- 
gettati presentano al nostro sguardo, deve entrare 
eziandio nella considerazione della forza attiva 
che lì projctta, e degli strumenti per mezzo dei 
quali projettali . 

La conoscenza della forza, impellente • 

La condizione de§li strumenti a cui essa 



'SÌ applica 



>9 . 
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Le modìJicaTÀoni che soffie neW atto dì 
questa applicazione 

I fenomeni che i corpi così projettafi colia 
modificata sua impulsione presentano nella 
■loro volata ij ' 

Gli e f etti itìfine ,ohe essi producono sur- 
gli oggetti che battono 

Sono esse cia'j;ue questioni che la bali* 
astica dee trattare egualmente . 

La balistica applicata agli usi odierni della 
guerra diviene quella scienza , clic oggi sotto il 
nome di artiglieria si conosce . Sviliipjiiatno que- 
'«la projMsizione : noi ne riconosceremo la venta; 

‘ c delineato vi troveremo il piano unico , dirò 
COSI , e naturate a comporre un corso compiuto 
questa scienza . 

Artiglieria è un vocabolo die deriva da ar* 
'tiglio \ sorta di strumento di cui la natura Ita 
• munito gli animali rapaci ónde far presa e sbra* 
nare . Quindi giusta la sua etimologia questo vo* 
cabolo può designare del pari qualunque istru* 
mento offensivo , che opeva in una maniera si- 
mile all’ unghia adunca degli animali indicati ; 
che opera cioè ora peuclrando nel corpo che of- 
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fende e- dissodandolo ; ora con isnxenihjcarlo e fà- 
condolo in Lraui ; ora coii uno o con più di. 
questi c di simili modi interameule struggendolo . 
Analoga è , se si considera attentamente , T opcr 
razione di un’ arma a fuoco di grosso calibro nel. 
fatto delle più imponenti sue offese ; nel fatto 
dico che tende a diroccar le muraglie. I projetr 
ti, che da essa si scagliano , penetrano in dette mu» 
raglio , le dissodano , le smembrano , le demo» . 
liscono , le fanno in frantume . Dunque il vaca'» 
bolo artiglieiia , con giudizio applicato a deno- 
tare cosiffatta specie di strumenti offensivi, non, 
dee considerarsi come esprimente l’ idea semplice, 
e isolata d’un* arma, ma l’ idea composta dell’ arma 
e, de’ projetti che scaglia ; cioè il vocabolo ar/f-, 
glieria segna un’ arma a fuoco nel fatto delle 
sue scariche . Quindi la scienza designata, con 
questo vocabolo deve estendersi a tutti gli ^ogr^ 
getti che con .quello fatto hanno rapporto , Si 
esamini dunque un cotal fatto onde conoscere gli 
oggetti di questa scienza.. . ^ 

Uu’ arma relativamente al fatto delle sue 
scariebeipuò considerarsi sotto duo stati diversi: 
r.unp. riguardo oli’ espressione del fatto ; 1’ altro 
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alla preparatione di esao,ed alle diaposìaiotii cospi-- 
ranti al suo fine : il primo , determinato dalia 
forza fisica della polrere , non dee comprendere 
se non gli oggetti che ne sono la consegueoza - 
fisiea e naturale ; il secondo , diretto dalla mano • 
dell’uomo, non dee abbracciar che quelli relativi ■ 
al maneggio dell’arma ed alle grandi operazioni 
di essa , proteggendo ora le armate ne’ movi* 
menti campali , or negli attacchi e nella difesa ■ 
de’ forti . Il primo dunque costituisce lo stato fi-' 
sìco della scienza , e può addomandarsi artiglie- ' 
ìici fisica ; il secondo, complettendo 1’ evoluzio- 
ni e le manovre delle artiglierie, ne fa dirò lo 
stato tecnico, e potendo considerarsi come la' 
tattica delle stesse , si potrebbe dire tattica 
dell’ artiglieria ; tattica di cui quella degli 
eserciti con occhio filosofico guardata non è 
che un ramo particolare, in quanto le truppe 
non sono che un complesso direi di macchine 
mobili onde muovere e manovrare i fucili, istru- 
menti in ultima analisi rientranti nel vocabolo ge- 
nerale artiglieria . Quindi la parte della scienza, 
artiglieria addomandata , che ha per oggetto l’ ap- 
parecchio de’ magazzini e de’ forti, U maneggio' 
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e la custodia delle arme, la loro distribuzione 
ne’ diversi casi di attacco , ed altri simili ; non 
sono degli argomenti integranti l’ assunto sull* or* 
tiglieria fìsica . Gli articoli del mio soletto non 
vanno compresi die nell’ espressione del fatto di 
cui si è data 1’ analisi : dunque' non bisogna chd 
esaminare il processo di questa espressione onde 
riconoscerli e definirli . 

La polvere rinchiusa nel fondo interno di 
un’ arma si accende, e coll’ atto della sua accen-^ 
sioue sviluppa ùn fluido tale che p<T la forza 
immensa del suo elasticismu spinge fuori- il pro« 
jetto . Questa forza rinnova continuamente la sua 
azione sino alla bocca dell’ arma , ove spanden* 

I 

dosi per l’atmosfera cessa di agire, è cosi man* 
cando di pignerlo lo affida, dirò così , alla fm'za 
di projezione che avevagli impresso. 11 projet* 
to in seguito animato da questa forza e da qneL 
la di gravità, perturbate nel suo cammino dalie 
diverse concanse ove sempre s’ imbatte, pcrcor*' 
re nello spazio la cosiddetta curva balistica , ed 
arriva finalmente a colpire un certo bersaglio . 

Tale è il processo della sctuica di uu* arma 
a fuoco qualunque* 
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, . • In q;iesto processo si veje il projetto ira»^ 
j^ri'crc per Ire siali diversi . Il primo relativa- 
mente al suo corso dal principio del lUOTimento 
sino all’ istante in cui esce dall’ arma ; il secon- 
do, al suo cammino interposto tra questo istante 
e quello in cui colpisce il bersaglio ; il ferzo , 
alla sua maniera di agire, ed agli effetti della 
sua azione sopra il bersaglio . Ecco dunque in 
questi tre stati tre questioni distinte dell’ arti- 
glieria Gsica . , , . . 

La polvere si brucia nella parte interna di 
un’ arma : ecco altre due questioni donde le tre 
prime fluiscono ; c su di cui questa scienza dee 
egualmente versarsi : la conoscenza della polvere, 
primo argomento di tutto il processo , ne forma 
la prima ; quella dell’ arma , che ne modifica, 
r azione, nc fa la seconda . 

Il processo dunque dello sparo di un’ arma 
a fuoco qualunque ci presenta in particolare le 
cinque questioni alle quali il soggetto della ba- 
listica ci ha portato in generale . Quindi i°l’ ar- 
tiglieria non è che un caso particolare della ba- 
listica ; a" la soluzione delle divisate cinque que- 
stioni forma nn trattato completo di questa scienza^ 
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'0 quale sarà lèericb o pralieo , secotido che 
colla semplice teoria o pi-ulicumcnte verrà ad 
eseguirsi questa aolàtiOiie ... 

Il piano dunque di un .trattato di artiglie* 
rI.V fisica "va ^per la natura* stessa della cosa di- 
viso in cinque capitoli , i quali formando per se 
delle operette finite e dislinlc- jKXrunuo mar- 
carsi col nome di opuscoli . Un altro a questi 
incorporare potreblìcsi onde averne nel tutto in- 

e 

sieme un tr.illalo interamente completo; voglio 
dire, sull’ istoria della scienza . Qu.ndi il piano 
a cui niente manca c dell’ intuito compiu o di 
un trattato sull’artiglieria fisica, non va com- 
posto che dalle sci menzionate operette ; ecco 
quello che scgtiirassi nell’opera di mi sto a dare 
il prospetto : sei opiiseoli disposti secondo 1’ or- 
dine il più logico e naturale coinporrauno tutto 
il lavoro . 

Quali saranno 'ora le maniere di cui vi si 
fa USD ? Se si riguarda la cosa nel suo lutto ^ 
vi si vedrà che un’ analisi filosofica darà via via 
lo sviluppo delle diverse sue parti : sé si consi* 
dera in particolare alla parte analitica, si trove- 
rà 1* analisi derivato col suo currispundeule ira- 
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.seggio esservi l’ Istrumento ond* eseguirae le di- 
.verse ricerche ; e le nuove vedute lagrangiane 
sulla natura analitica del movimento esserne la 
base fondamentale . 

Quali ne saranno finalmente le materie con- 
tenute ? Eccole in breve . 

Incoiniociarido dal primo opuscolo sull’ isto- 
ria del problema della trajettoria projettilc ; dopo 
..un breve parallelo tra l’antico e moderno siste- 
,ma balistico, si viene a quell’ invenzione memo- 
randa ( della polvere ) , cagione di un tanto cam- 
.biamento , e quindi si passa di lancio a’ primi 
travagli sopra l’ assunto di Galileo e Torricelli , 
Da’ dubJ)j insorti sulla sensibile resistenza del 
mezzo si viene a taluni argomenti ebe la so- 
stengono , e da essi ali’ esperienze di Robins ebe 
Ja certificano . I travagli dell’ Eulero innalzati sulle 
basi dal geometra inglese stabilite; quelli in segui- 
to del Gav. d’Arsy, di Lambert vi sono gli uni do- 
po gli altri descritti . Ritornando all’ Italia si dà un 
cenno de’ lavori significanti della scuola di Pie- 
moute ; e ripassando le .\lpi si trascorre ra- 
pidamente sempre su di quelli del Cav. Deborda, 
Rezout, ud altri , sino al saggio analitico che il 
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jsenatore Lagrange ne fa nella terza parte della 
sua teoria delle funzioni analitiche . Conchiuso 
questo opuscolo istorico si passa quindi al secon* 
do sopra la polvere . 

Un saggio istorico sulla scoverta e i pro- 
gressi di questa chimica composizione forma il 
principio di questo opuscolo; principio da cui 
alla descrizione si passa della composizione stes- 
sa e della sua infiammazione . L’ essenza del fuo- 
co, come agente immediato di questa infiamma- 
zione , vi è la prima descritta . Quindi le pro- 
prietà dello zolfo , e la sua depurazione : le di- 
verse sorti di carbone colla scelta tra esse del 
più proprio all’ oggetto , e il metodo di prepa- 
rarlo , co’ segni onde riconoscerne la qualità : i 
caratteri del nitrato di potassa , col metodo 
di produrlo tanto naturalmente quanto coll’ arte, 
e col sistema delle operazioni per estraerlo e raf- 
finarlo; sono le conoscenze che si danno soprai 
tre essenziali componenti di essa ; e che alla 
spiegazione conducono del processo chimico del- 
la sua accensione e dello sviluppo dell’ immensa 
sua forza . Spiegata 1’ essenza della polvere si pas- 
sa a’ metodi di fabbricarla ; si rende ragione delle 

20 
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quattro operarioni fondamentali che vi concor- 
rono , cioè di proporzionarne i componenti , di 
frammischiarli, granellarli, e seccarli ; si dà la 
pratica oud’ eseguirle ; c si propongono i riguam 
di da awrsi presenti nel conservarla . Gonsidcraii- 
do il prodotto dell’ iuQammazione ; mostrando co- 
me polrebl)e valutarsene prossimamente la quan- 
tità ; stabilendo con degli argomenti proprj il 
fatto di cotale iufiiuuaiazionc come successivo e 
non istantaneo ; si aixiva alfine a talune consi- 
derazioni , tanto relativamente alla composizione 
in se stessa , quanto rapporto alla costruzione e 
al maneggio delle armi nelle quali si usa, e con 
esse a conchiudere 1’ opuscolo di cui si pmrla . 

Nel terzo opuscolo sulle armi a fuoco , si 
cercheranno le materie piiii proprie , ed il loro 
più conveniente rapporto onde comporle . Cal- 
colando le spessezze necessarie delle loro pareti 
per resistere all’ urto dell’ esplosione , si verrà a 
descrivere il metodo di fonderle ne’ modi piiù cor- 
rispondenti e più adottati nelle scuole . 

Dopo di questo verrassi al quarto argomen- 
to della celerità iniziale ; argomento ohe vi si 
tratta con tutta 1’ analisi iìiusofico* matematica.^ 



Digitized by Google 




X -55 X 

eon tutta 1’ estensione de^ dettagli . 

Incominciando dunque questo opuscolo dallo 
spiegare la natura della l’orza della polvere, cau- 
sa immediata della celerità in questione, e la 
sua maniera di agire su i projetti , si passa di 
un subito all’ esposizione de’ priiicipj lagrairgiani 
sulla natura analitica del movimento rjltdiiieo . 
Quindi valutando la divinata ferza col mettervi a 
calcolo tutte le modificazioni , che soffre tanto 
per parte dello sfogo del lume e del vento, qnan-' 
lo per quella del peso del projetto e della resi- 
stenza dell’aria’, si arriva all’equazione derivata 
( differenziale) dalla di cui rctrodei'ivazionc ( in- 
tegrazione ) di pertde la valutazione della celevifà 
di cui si fratta . Relroderlvata ( integrata) l’equa- 
zione mediante la soppressione di uu tenuinc il 
di cui errore non può che assai pk:ciolo riuscM’e , 
si passa ad esporre uw metodo analitico onde 
possa , volendo , Icnei’sene conto lU;’ risolta ti . 
Dietro che vi si considera l’ in.IueiMt», clic 1’ ac- 
censione successiva della polvere ed il rinculo 
de’ pezzi possono avere su i risailati della Ibr- 
mola 'trovata , se ne cenna cosi di prtssaggio la 
genialità , e si tiefte sul caso dell^^ velociti 
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■iniziale ; caso clic non potendo risolversi dlret- 
lamcntc mediante 1’ analisi pura , si ricorre al- 
r analisi ragionato-balistica onde rispondervi . 
Calcolando la formola esprimente la quantità del 
tempo per un punto qualunque dell’ anima del 
pezzo, si passa a dare un’ applicazione, co’ com- 
petenti dettagli , di tutte le forinole trovate : e 
quindi risolvendo sempre algebricamente il pro- 
blema inverso , cioè data la celerità iniziale de- 
terminare la forza della polvere , si arriva final- 
mente a concliiudere tutto l’opuscolo . 

Dal quarto opuscolo trascorro sul quinto 
concernente la trajeltoria balistica, ed ecco in 
principio che vi sostengo l’ m lispeusabile consi- 
derazione della resistenza del mezzo; vi analizzo 
la natura di tale resistenza , le sue qualità vi rile- 
vo ; ne valuto la quantità ; la sua espressione 
algebrica vi determino . La considerazione geo- 
metrica del corso proiettile, in frase algebrica tra- 
dotto, mi guida quindi a definire la specie della 
curva , che siegue il projetto : a defluire cioè che 
la curva projeltile non è teoricamente a doppia 
curvatura , come si assume in principio , ma 
piana bensì, e rappresentata da due sole equa« 
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2 ioni ; ef|ucizioni che, dopo averne completata 
l’ espressione , si vedono d ipendenli da tre va- 
riabili , cioè dalle coordinate della curva e dal 
tempo ; varial)ili delle quali due dipendono sem- 
pre dalla terza, che arbitraria , indipendente dee 
considerarsi . Nella maniera ordinaria di conside.- 
rare algebricamente le curve, 1’ ordinata si riguar- 
da sempre come funzione ddl’ ascissa ; quindi dal 
combinare le divisale due equazioni per dedurne 
1’ equazione cercata, può presentarsi la cosa sotto 
due aspetti diversi ; cioè può considerarsi l’ ascis- 
sa come funzione del tempo o viceversa : ecco 
dunque che vi propongo le due equazioni sotto 
due forme distinte le quali maneggiale divisamen- 
te possono dare due espressioni diverse per l’ e- 
quazione finale ; espressioni però in apparenza 
solo diverse , in fondo le stesse ; e che in un 
certo punto della loro analisi si possono 1’ una 
nell’altra tradurre. Dopo averne completato l’e- 
spressione, dando 1’ analisi delle due diverse equa- 
zioni composte , e rispondendo nel progresso di 
essa a tutti i quesiti, che possono aver luogo 
nella questione , vengo con delle opportune ap- 
plicazioni a chiudere l’opuscolo di cui ho parlato. 
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H'sesto epìtscolo finalmenle Sara 1’ ulllnio di 
tulio il lavoro . L’ espressione algebrica rappre- 
sentante la quantilìà dell’ urto, die i projetli por- 
tano sopra il bersaglio ne sarà il primo argo- 
mento ; la valutazione de’ suoi effetti relativi allo 
stesso ne farà il secondo ed ultimo 4 
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